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কিছু কথ 


আমার লেখা ‘প্রাচীন ভারতে গাঁণতচৰ্চা’ এবং ‘আমাদের দৃষ্টিতে গাঁণত’ 
বই দু’খানি ধারা পড়েছেন তার! হয়তো ভাববেন এই বইখানিতে এত তত্বকথা 
কেন? হয়তে৷ কেউ কেউ নন্দনতাত্ত্বিক তত্ত্বের দিক থেকে অপূর্ণতা লক্ষ্য ক'রে 
অসব্ুন্টও হতে পারেন ৷ আম কাউকেই তাদের এই দুই মনোগত আভলাষকে 
দোষীর কাঠগড়ায় তুলে ধরতে চাই না । কারণ দুই চিন্তাধারার মাঝখান ধরে 
যে ব্যাক্ত হাটতে চায় তাকে উভয় ক্ষেন্রাধকারীর বরাগভাজন হ'তে হবে 
বৈশীক। এ থেকে সহজে পাঁরত্রাণ নেই হয়তো কেউ কেউ বলবেন 
মনাচ্ছির ক'রে একাঁদকে নেমে পড়ে শুধুমাত্র একটি পথে অগ্রসর হ’লেই তে৷ 
সে দিক রক্ষা পেতো ৷ অন্যাদককার দায়-দাঁয়ত্ব থাকতো না। কিন্ত 
অন্তরে অন্তরে যে দ্বিচারী তার সমস্যা৷ ক এত দ্রুত সমাধান হয় ? এব্যাপারে 
দ্বৈতাদ্বৈতচারীও বলতে পারি নিজেকে । কারণ আমার চোখে গাঁণত শান্ের 
ইতিহাস, গাণিতিক দর্শন এবং বিশুদ্ধ গাঁণতের তত্ব__গাঁণতের এই ধারার 
মধ্যে সীমারেখা সর্ধন্র সুস্পষ্টরূপে উন্মোচিত হয় নি। গাঁণতশাস্রের 
ইাতিহাস-চর্চাকারী এবং গাঁণতের দার্শনিকেরা যুক্তির দাবিকে অগ্রাহ্য করতে 
পারেন না। তবু তাদের চিন্তাধারা মাঝে মাঝে এমন পর্যায়ে উপনীত হয় 
যে তা থেকে নিক্কীত পাবার জন্য মৌল গাণিতিক তত্ত্বের উপর নির্ভরশীল 
হতে হয়। অর্থাৎ বহু ক্ষেত্ৰে প্রত্যক্ষ ও অনুমানকে 'ভীত্ত ক'রেই গাণাঁতক 
দর্শন ও গাঁণতের ইতিহাস রচিত হয় । যাই হোক এবার আম আমার গ্রন্থটি 
সম্বন্ধে দু’চার কথা লিখাছ ৷ গ্রন্থাট মূলতঃ স্নাতকোত্তর শ্রেণীর জন্য লেখা । তবে 
স্নাতক এবং সাধারণ পাঠকের দিকে দৃষ্টি রেখে যতটা সম্ভব সহজবোধ্যের দিকে 
নজর দিয়োছ। ফলে অনেক সময় তত্ত্বের আলোচনা দীর্ঘ হয়েছে ৷ বইটি 
মোট সাতাঁট অধ্যায়ে ভক্ত এবং প্রত্যেকটি অধ্যায় যতটা সম্ভব পুঙ্খানুপুঙ্ভাবে 
আলোচন৷ করা হয়েছে । তবে সমগ্র বাস্তব রাশ তত্ব কিংবা সংহাততত্ব এই 
ক্ষুদ্রকায় মিতাভিলাষ গ্রন্থে খুঁজতে গেলে পাঠক অবশ্যই হতাশ হবেন এবং 
আমার প্রাতি 1কাণ্ডিৎ আবচার করবেন ৷ আমার আলোচন! ক্ষেত্র সংকীৰ্ণ । 
বাস্তব রাশ তত এবং সংহাতিতত্বের বহু বৈশিষ্ট্যের মধ্যে সামান্য ‘কিছু তুলে 
ধরোঁছ । কারণ বর্তমানে স্নাতক এবং স্নাতকোত্তর শ্ৰেণীতে এই তত্বগীল 


বিশেষ প্রয়োজনীয় । 


ডেডোকণ্ডের তত্ত্ব এবং এই তত্ত্বের সঙ্গে সধশ্নণ্ট বিষয় আধুনিক প্রতীক 
চিহ্নের সাহায্যে আলোচনা ন! ক'রে চিরায়ত প্রথায় আলোচনা করোছ । 
‘আধুনিক’ এই শব্দ ব্যবহারে আমার 1কাণ্ডিৎ আ্যালাজি আছে । কারণ এর ফলে 
অযথা তত্ত্বগত দক থেকে জাটলত৷ সৃষ্টি করতে পারে ৷ বল৷ বাহুল্য 
‘আধুনিকতা’র ধারণ৷ স্বভাবতঃই গাঁতশীল এবং ধাবমান ৷ 


পারভাষার ব্যাপারে বলা যায় যতটা সম্ভব বাভিন্ন পারভাষ৷ গ্রন্থ থেকে 
সাহায্য নয়োছ । কিছু কিছু ক্ষেত্রে আমি নিজে পারিভাষ৷ তৈরী করোছ ৷ তবে 
সেগুলি গ্রহণীর কি বর্জনীয় তা ‘কাল’ বলে দেবে । একথা ঠিক কিছু কিছু 
পারিভাঁষক শব্দ বিতর্ক সৃষ্টি করতে পারে তবে 'বতর্ক স্থৃষ্ট ন৷ করতে পারলে 
নূতন পাঁরভাষক শব্দ তৈরী কর! যাবে না ৷ 

্রন্থুট লেখার কাজে যারা সাহায্য করেছেন তাদের মধ্যে আমার বাবা 
শ্রীসুখদাপ্রসাদ মজুমদার, ছোটভাই শ্রীপ্রণবকুমার মজুমদার, ছোট্র ভাইঝি 
গপয়ালী মজুমদার, কন্যা সুদীপ্তা মজুমদার এবং সুরঞ্জন বিশ্বাস অন্যতম ৷ 
গ্রন্থটি লেখার কাজে অনুপ্রেরণা দেন ডঃ মনীন্দ্ চন্দ্র চাকী, ডঃ ব. কে. লাহিড়ী, 
ডঃ অসীমকুমার মুখোপাধ্যায়, রবীন সাহা, আনান্দতা সাহা প্রমুখ । 

আমার সহধাঁমনী শ্রীমতী মাঁণমালা মজুমদার দৈনন্দিন জীবনের সামাজিক 
সমস্ত কাজকর্ম থেকে মুক্তি দিয়ে সম্পূর্ণভাবে লেখার কাজে সাহায্য করেছেন । 


বইটি প্রকাশনার ব্যাপারে পাণ্চমবঙ্গ রাজ্য পুন্তক পর্ষদের কর্ণধার অধ্যাপক 
দিব্যেন্ হোতা এগিয়ে না এলে এত দ্রুত বইটি প্রকাশ পেতে৷ ন৷ ৷ তাছাড়া 
পর্ধদের অন্যান্য কমাঁরা সম্পূর্ণভাবে সাহায্য করেছেন । এজন্য এদের 
সকলকে ধন্যবাদ জানাই । কে. পি. বসু প্রাণ্টং ওয়ার্কস-এর সকলেই 
সহযোগিতা করেছেন এজন্য তাদের ধন্যবাদ জানাই । বইটি আরও আগে 
প্রকাশত হলে আমার দাদামশাই ভযতীন্দ্রনাথ ভট্টাচার্য কাব্য-ব্যাকরণতীর্থ, 
স্মৃত-শান্দী মশাই খুবই আনন্দিত হতেন । যাদের উদ্দেশ্যে গ্রন্থাট লেখা 
তারা, উপকৃত হলে আগার শ্রম সার্থক বলে ভাববো ৷ 


১৫ই আগষ্ট ১৯৮৪, প্রদীপকুমার মজুমদার 
তালপুকুর রোড, 


নৈহাটি, ২৪ পরগণ। 


ল্ডুুসৰ্গ 


ডঃ বিনয়কুমার লাহিড়ী 
এম. এস. সি., পি. এইচ. ভি., ভি. এস. স., 


এফ. এন. এ. এস. 1সি., এফ. আই. এম. এ. (ইউ. কে. )-এর 
করকমলে 


মাষ্টার মশাই, 


আপনার অগাধ পাণ্ডিত্য, অসীম তাঁতিক্ষা, অপাঁরসীম ধৈর্য, 
অপারমেয় কার্যক্ষমতা, প্লেহভাজনদের সংপথে পাঁরচালত করবার জন্যে 
অপার কণ্টস্বীকার ও উচ্চ চিন্তা-_যণারা আপনার সংস্পর্শে এসেছেন তাদেরই 
মুগ্ধ করেছে । আপনার অগাধ পাণ্ডিত্য ও গবেষণা-সপৃহাই আমাকে এ গ্রন্থ 
লিখতে উৎসাহিত করেছে । আপনার আদৰ্শই আমার উদ্যমকে সঞ্জীবিত 
রাখে । আপনার আদৰ্শই আমার পথ-প্ৰদৰ্শক । 
আপনার খণ এ জীবনে শোধ দেবার নয়, তবুও আপনার প্রাত ভাক্তর 
নিদর্শনস্বরূপ এই ক্ষুদ্র গ্রন্থখানি আপনাকে দিয়ে ধন্য হলাম । 
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অবস্থান করে ৷ 
পাওয়া যায় । 
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সমন্বয় । 


জন জ্যাক 
মূলদ রাশি এবং অমুলদ রাশির সংক্ষিপ্ত ইতিবৃত্ত 


মূলদ রাশি এবং অমূলদ রাশর ধারণা পূর্বেই ছিল। কিন্তু এর সঠিক 
সংজ্ঞা উনাবংশ শতাব্দীর আগে ছিল কিনা তা নিয়ে ধ্রীতহাসিকদের মধ্যে 
যথেষ্ট সন্দেহ আছে। উনাবংশ শতাব্দীর শেষপাদে গাঁণতাবদদের মধ্যে 
অন্ন পাঁচজন এ নিয়ে ব্যাপক চিন্তা-ভাবনা করতে থাকেন ৷ এরা মূলতঃ 
বিশ্লেষণের এরথমোটকীকরণ (arithmetization of analysis) 
করার কাজে আত্মনিয়োগ করেন। এই পাঁচজনের মধ্যে একজন 
হচ্ছেন ফরাসীদেশের বুরগুণ্ডীর এইচ. "জি. আর. মেরা (1885-1911 খ্ৰীঃ) ৷ 
বাকী চারজন হলেন বার্পন বিশ্বীবদ্যালয়ের কার্ল ভায়েরষ্ট্রাস 
(181518697 খ্ৰীঃ ), হ্যালের ই. এইচ. হেইনে (1821-1881 খ্রীঃ ), 
জর্জ ক্যাণ্টর (1845-1918 খ্রীঃ), ব্রাউনাসগের জে. ডাঁরউ, আর. 
ডেডোঁকও ( 1891-1916 খ্রীঃ )।, । 

1899 খরন্টাব্দে যোসেফ ফোঁরয়ার তার তাপতত্ত্বে এক ধরনের অপেক্ষক 
এবং সংখ্যার প্রকৃতি নিয়ে চিন্তা করেছিলেন । এবং মার্টিন ওহম (1799 
1872 খ্ৰীঃ ) “versuch eines ৮0115181101 konsequenten 
Systems der Mathematick” গ্রন্থে বিশ্লেষণের সমুদয়াংশকে 
এাঁরথমেটিকে পাঁরবার্তত করতে চেন্টা করেছিলেন ৷ মেরা, ভায়েরষ্ট্রাস, 
হেইনে, ক্যাণ্টর এবং ডেডোকণ্ড দীর্ঘ পঞ্চাশ বছর এ নিয়ে ব্যাপক গবেষণা 
করোছলেন এবং বহুক্ষেত্রে অস্বাস্তকর চিন্তাধারার মধ্যে কালা'তপাত করেছিলেন । 
এই অস্বান্তকর চিন্তার কারণ মূলতঃ দুটি ৷ ( এক ) অসীম শ্রেণীর গাণাতক 
্রাক্রয়া সম্বন্ধে গাণতাবদদের মধ্যে আস্থার অভাব । (দুই) বাস্তব রাশির 
সঠিক সংজ্ঞার অভাব। বলতে দ্বিধা নেই শেষেরটি এবরিথমেটিকীকরণে 
বিশেষ কার্যকরী ৷ 

প্ৰখ্যাত গণতজ্ঞ রীম্যানের ছাত্র হেরগ্যান হ্যাণ্কেল (18391878 খ্রীঃ) 
1867 খ্রীষ্টাব্দে “Theorie der komplexen Zahlensysteme” 
গ্রন্থে বলেছেন “The condition for erecting a universal 
arithmetic is therefore a purely intellectual mathe- 
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matics, one detached from all perception” | তিনি এই 
গ্রন্থের অন্যত্র বলোছলেন বাস্তব রাশকে “intellectual structure” 
ণহসাবে ভাবলে আমাদের ঠিন্তা-ভাবনায় অনেক জাঁটলত৷ কমে যাবে ৷ 
প্রকৃতপক্ষে হ্যা্কেলের এই ধারণা সম্পূৰ্ণ নূতন নয়। ‘বিখ্যাত চেকোগ্লোভাকীয় 
গাঁণতজ্ঞ বাৰ্ণাড বোলজানে৷ (1781-1848 খ্ৰীঃ ) 1890-এর দশকে 
এ নিয়ে ব্যাপক গবেষণা করেছিলেন ৷ তান মূলদ রাশির অনুক্রমের সীম! সংক্রান্ত 
চিন্তাধারার সাহায্য নিয়ে বাস্তব রাশ তত্ত্বের বিকাশ ঘটয়োছলেন।১ কিন্তু 
যে কোন কারণেই হোক এটি অজ্ঞাত এবং অপ্রকাশিত অবস্থায় থেকে যায়। 
কিন্তু উইলিয়ম রওয়ান হ্যামিলটন ( 18051865 খ্রীঃ) এ ধরনের 
"চন্তাধারার কার্যকারত। উপলাব্ধ করেন । 

মের। (Vera) তার 'চন্তাধার। প্রকাশ করতে খুবই তৎপর ছিলেন ৷ 
তান 1869 খ্রীষ্টাব্দে একটি প্রবন্ধে বললেন-__কৌণস এবং তৎপরবতর্ণ কালের 
গাঁণতাবদদের "চন্তাধারায় বেশ ফাক আছে । এরপর অনুমান করলেন “Ie 
limit of a sequence ‘as realnumber” ; অবশ্য পরে পারবার্তত 
আকারে রূপ নেয় “a real number as a limit of sequence 
(of rational numbers)। হান অমূলদ রাশর প্রসঙ্গ ব্যাতরেকেই 
আভসারত্বের বৰ্ণনা দিয়োছলেন ৷ তার দৃষ্টভাঁ কিছুটা বিস্তৃত করে 
লিখলে দীড়ায়-_2 convergent sequence determines either 
a rational number as a limit or a ‘fictitious number’ 
as its fictitious limit এই অপ্রকৃত সংখ্যাসমূহ (fictitious 
number) সাঁজ্জত অবস্থায় থাকে এবং একেই অমূলদ রাশি বলে ধরা হয়! 
মেরার চিন্তাধারায় কিছুটা অস্পণ্টভাব ছিল, কারণ তিনি কখনই বলেন নি 
আঁভসারী অনুক্ৰম কোন রাশি হয় কিন৷ ৷ 

ভায়েরল্দ্ৰীস কলনাৰবদ্যাকে জ্যামিতি থেকে পৃথক করতে চেয়েছিলেন এবং 
সংখ্যার ধারণার উপর 1ভিত্ডি করে তিনি এগোচ্ছিলেন ৷ মেরার মতই তান 
বললেন সীমার ধারণা (11171 ০011061%) ব্যাতরেকে অমূলদ রাশির সংজ্ঞা 
দেওয়া সম্ভব । কৌসর ব্যাখ্যায় যে ভ্রান্ত ছিল তা সংশোধনের উদ্দেশ্যে 
ভায়েরস্ট্রাস বললেন__আঁভসারী অনুক্রমের সীমার আন্তত্ব দেখাতে গেলে 
অনুক্রমাট নিজেই সংখ্যা অথবা সীমা হবে । কথাটি একটু ব্যাখ্যা করে বলা 


১, ২ Bolzano’s Theory of Real numbers—B. Von Rootselaar ; Archive for 
History of Exact Sciences, Vol. 2 (1964—65), pp. 168—180. 
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দরকার ৷ i010 + ০০০০ H+" এই শ্রেণীটির সীমা 
$ নয় কিন্তু এটি একটি অনুক্ৰম যা এই শ্রেণীর সঙ্গে জাড়ত ৷ 

ভারেরজ্্াস তার এই সব ধারণার ছাপার আকারে প্রকাশ করেন নি 
কিন্তু ক্লাসে এ নিয়ে আলোচন! করেছিলেন ফলে তার ছাত্রদের মধ্যে ফাৰ্দনান্দ 
লিঙ্ডেম্যান, এডোয়ার্ড হেইনে প্রমুখ গাঁণতাঁবদর! এ ব্যাপারে জ্ঞাত ছিলেন ৷ 

মের! এবং ভায়েরন্ট্রাসের সঙ্গে সাদৃশ্য রেখে 1871 খ্রীষ্টাব্দে জর্জ ক্যাণ্টর 
এরথমোটকীকরণের গবেষণায় এগিয়োছলেন ৷ 1879 খ্রীষ্টাব্দে ক্রেলীর 
জার্নালে এডোয়ার্ড হেইনে “Die Elemente der Funktionenlehre” 
নামে একটি প্রবন্ধ প্রকাশ করলেন ৷ এখানে যে তত্ত্বৃটি প্রকাশিত হয় তা 
ডেডোঁকণ্ডহেইনের তত্ত্ব নামে পাঁরচিত। এটির মূল বক্তব্য হচ্ছে_কোন 
অভিসারী অনুক্ৰম কোন মূলদরাশিতে আঁভসারী না হলে যে রাশটি এই 
অনুন্লমটি আভসারী হবে তাকে অমূলদ রাশ বল৷ হবে । এরপর Stetigkeit 
und die Irrationalzahlen গ্ৰন্থে ডেডোঁকণ্ড এই মূলদ ও অমূলদ 
রাশির সংজ্ঞা ভিন্ন দৃষ্টিকোণ থেকে বিচার করলেন ৷ 

1888 খ্ৰী্টাব্দের প্রথম দিকে ডেডোকও যখন কলনাবদ্যার উপর বন্তৃতা 
করাছলেন তখন থেকেই তান অমূলদ রাশির সংজ্ঞা নিয়ে ব্যাপক টিন্তা- 
ভাবনা শুরু করেছিলেন ৷ তিনি বললেন--জ্যামিতি ব্যতিরেকে শুধুমাত্র 
এরিথমেটিকের সাহায্যে “সীমার ধারণা? বিকাশ করা যায়। তিনি তার গ্রন্থে 
প্রশ্ন তুলোঁছলেন ‘what there is in continuous geometrical 
magnitude that distinguishes it from the rational 
number’ |” গ্যালিলিও এবং লাইবানজ মনে করতেন 'নাবড়ত্বের 
(density) জনাই সরলরেখার উপর বিন্দুসম্টর অবিচ্ছিন্নভাব বৰ্তমান ৷ 
অর্থাৎ যে কোন দুটি বিন্দুর মধ্যে তৃতীয় একটি বিন্দু অবস্থান করবে। 
এই বৈশিষ্ট্য মূলদ রাশির ক্ষেত্রেও প্রযোজ্য কিন্তু এরা অনন্ত পর্যাপ্ত 
(continuum) এক্ষেত্রে গঠন করে না। যাই হোক ডেডোকও অবশেষে 
নূতন ধারণার প্রবর্তন করলেন । তিনি বললেন-_রেখাংশের অন্তর্গত 
যে বিন্দুসমূহ তা দুটি শ্ৰেণীতে ভাগ করা যায় । একটি বিভাগের প্রত্যেকটি 
বিন্দু অন্য বিভাগের প্রত্যেকটি বিন্দুর বামপাৰ্শ্বে থাকবে । একটি মান্র 
বিন্দুই দুটি শ্ৰেণীকে বিভক্ত করবে । এরপর ডেডোকও বাস্তব রাশির সংজ্ঞা, 
মূলদ রাশির সংজ্ঞা, অমূলদ রাশির সংজ্ঞা নিয়ে ব্যাপক আলোচনা 


করেছিলেন । 


ছিতীত্ৰ অন্য্যান্স 
বাস্তব সংখ্যা (Rea! number) 


2'1 মূলদ রাশি (Rational number) ৪ মূলদ রাশির জ্ঞান নানা 
ধরনের বিজ্তৃতিকরণের পাঁরণামে উদ্ভুত যে গণনা পদ্ধাতর মধ্যে 1, 2, 8,""" 
প্রভাত পূর্ণ সংখ্যার জ্ঞান ধনাহত, তাকেই সাধারণতঃ “স্বাভাবক 
সংখ্যা (Natural numer)” বলা হয়ে থাকে । এই ধরনের সংখ্যা 
সাধারণতঃ এককের জ্ঞান ও যোগ ক্রিয়ার উপর ভীত্ত ক'রে গাঠত। 
এগ্ীলর সাহায্যে যোগ ও গুণ এই দুই ধরনের গাঁণাতক ত্রিয়। 
(mathematical operation) করা খুবই সহজ ৷ কিন্তু যাঁদ ৫ এবং 
7 দুটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা হয় এবং ৫-€ ৮ হয়, তাহলে ৫- b+ % 
থেকে কখনই আমরা -এর মান ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা পাব না। 
আবার যাঁদ ‘৫’ ৮-এর গুণিতক না হয়, তাহলে ৫) থেকে 
আমরা %-এর ধনাত্মক পর্ণ সংখ্যা পাব না। যাই হোক, এই ধরনের 
জটিল অবস্থাকে এড়িয়ে যাবার জন্য নূতন ধরনের সংখ্যার প্রয়োজন 
হয় এবং ফলস্বরূপ ঝণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ও ভগ্নাংশের উৎপত্তি হয়। 
অর্থাৎ বিয়োগ ও ভাগের জন্যেই আমরা শূন্য, ঝণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ও 
ভগ্রাংশের উপস্থাপনা লক্ষ্য কার ।- সাম্মীলতভাবে এই ধরনের 
সংখ্যা্থুীলকেই সাধারণতঃ “মূলদ রাশ” বলা হয় ৷ 
এই মূলদ রাশির কতকগুলি বৈশিষ্ট্য আছে । যেমন ঃ 


(1) মূলদ রাঁশর সাহায্যে যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ করলে 
যোগফল, বিয়োগফল, গুণফল ও ভাগফল সর্বদাই মূলদ রাঁশ হবে ৷ 

(9) যে কোন মূলদ রাশ %/ এই বিধি অনুযায়ী লেখা যায়, 
কিন্তু মনে রাখা প্রয়োজন / এবং ৫ পারস্পীরক মৌলিক সংখ্যা 
(prime to each other) হবে এবং 0 = ০1 

(3) মূলদ রাশ নিয়ালাখত বাঁধ মেনে চলে ঃ 


(ক) বিনিময় নিয়ম (00707701866 law) অর্থাৎ ৫ এবং b 


যাঁদ দুটি মূলদ রাশ হয়, তাহলে (1) 04-0 = 0 4-0 এবং (7) ৫.0 = 0.0 
হবে । 
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(খ) সংযোগ নিয়ম (Associative 12) অৰ্থাৎ 0, ৮ এবং ৫ 
'_ যাদ তিনটি মূলদ রাশি হয় তাহলে 

(i) (a+b)+c=a+(b+0); 

(ii) a.(b.c)=(a.b).c হবে ৷ 

গে) 1বতরক নিয়ম (Distributive law) ৪ 

(0) (a+b)c =ac+bc 

(1) c(a+b)=cat+cb. 

(ঘ) একান্বয়ে নিয়ম (law 01 ॥০n০t০৷ny)$ যাদি 0 < ৮ হয় 
তাহলে 04-০৫ < +০ এবং ০১ ০ হলে ৫৫ < ৪০ হবে। 

(4) ক্রামকতা (relation 01 01061) ৪ যাঁদ দুটি মূলদ রাশ 0 এবং 
& পরস্পরের সমান না হয় তাহলে একটি অপরটির চেয়ে বড় হবে এবং 
> 0 ও ৮ 2>> ৫ হয় তাহলে ৫ >> ৫ হবে ৷ 

(5) মূলদ রাঁশর সংহাত নিবিড় (0৫156) অর্থাৎ দুটি ভিন্ন প্রকারের 
মূলদ রাশর মধ্যে অসীম সংখ্যক মূলদ রাশ থাকবে ৷ 


(6) মূলদ রাশর সমাহার আর্কামভীয় স্বতগীসদ্ধ মেনে চলে অর্থাৎ 0 
এবং % দুটি মূলদ রাশ এবং 0 >> 0 হয় তাহলে আমরা একটি ধনাত্মক : 
সংখ্য। 7, পেতে পাৰি যার, ফলে 710 > ৫ হবে ৷ 
22 অমূলদ রাশির উৎপত্তি ঃ অমূলদ রাশির সাধারণ সংজ্ঞা নির্ধারণের 
পূর্বে একটি সহজ উদাহরণের মাধ্যমে এটিকে বোঝা দরকার ৷ 

ধরা যাক, 77; একটি ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্য৷ এবং এট কোন ধনাত্মক 
পূৰ্ণ সংখ্যার বর্গ নয়। অৰ্থাৎ %/৮:7/2.-0) (এখানে 7} একটি ধনাত্মক 
পূৰ্ণ সংখ্য৷ )। এখন আমরা দেখাবো 17 £5/0+--.-- (1) (এখানে 
? এবং এ পারস্পারক মৌলিক সংখ্যা এবং ৫৮0)। আরও ভালভাবে 
বলতে গেলে আমরা বলবো +/7৮কে /9 এই বাঁধ অনুযায়ী প্রকাশ করা 
যাবে না ৷ অর্থাৎ 4/7 এমন একটি রাশি যাকে মূলদ রাশি বল! যাবে না। 
কিনু 1 একটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা অতএব এটি বাস্তব সংখ্যা ৷ সুতরাং 
আমাদের গাণিতিক চিন্তায় একটি দ্বন্দ উপাদ্থিত হচ্ছে । এই দ্বন্দের অবসানের 
জন্য একটি নৃতন সংখ্যার উদ্ভব হোলো এবং এই নূতন সংখ্যার নামকরণ কর! 
হয় অমূলদ রাশ । 

এখন প্রশ্ন উঠতে পারে /7 মূলদ রাশি নয় এই ধারণা ক ক'রে 
সম্ভব ? এর ক কোন সুষ্ঠ, প্রমাণ আছে? হ্যা, নিশ্চয়ই আছে। ধরা যাক, 
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V৮ মূলদ রাশি । আমরা দেখাবো =| ; যেহেতু +/7% 
মূলদ রাশ ধরা হয়েছে, অতএব ?,-?25/02 তাহলে 77-12-7011) 
কিনু 7৮5 ধরে নিয়েছ [ (i) নং দ্রষ্টব্য ], অতএব 77:05 ৮:7150+ 
অর্থাৎ 19" = কোন পূর্ণবর্গ সংখ্যা কিন্তু (611) থেকে দেখতে পাচ্ছ 
1001 = কোন পূর্ণবর্গ সংখ্যা ৷ সুতরাং আমরা একটি পরস্পর বিরোধী 
সিদ্ধান্তে উপনীত হচ্ছি । এই পরস্পর বিরোধী সিদ্ধান্তে উপনীত হবার কারণ__ 
যেহেতু 1=%*/9* ধরা হয়েছে। সুতরাং 17 1510 অর্থাৎ 
Vin = 11, অতএব +/%% মূলদ রাশি নয়, সুতরাং এটিকে অমূলদ রাশি 
বলতে পারি ৷ তাহলে আমরা দেখতে পাচ্ছি যে এমন অনেক বান্তব রাশ 
আছে যেগুলিকে প্রকাশ করতে গেলে ?/ এই বাঁধ অনুযায়ী লেখা যায় 
না, তখনই যে নূতন রাশির উদ্ভব হয় তাকেই অমূলদ রাশি বলে ধরে নেওয়া 
হয়। আরও একটু গভীরে প্রবেশ করলে আমরা বলবো, যাদ ৮-৫ এই 
সমীকরণে ‘0’ % এর সম্পূর্ণ ৮-তম ঘাত না হয় তাহলে যে রাশির উদ্ভব 
হয় তাকে অমূলদ রাশ বলা হবে ৷ 


2'8 মুলদ রাশিঅমুহের জ্যামিতিক চিত্ৰ ঃ (Geometrical 
representation of rational numbers). 


A ৮ 


en 


১ By Bs 6৮ 6, ০ 4৩425234৯82 


সস, একটি সরলরেখার অংশ এবং এই রেখাংশের যে কোন স্থানে 
একটি বিন্দু 0 নেওয়া হোলো ( চিত্ৰ দ্রষ্টব্য )। এই রেখাংশকে 0 'বন্দুর 
দক্ষিণপার্শ্বে বা বামপার্থে ইচ্ছানুরূপ প্রসারত করা যায়। ধরা যাক AB 
'রেখাংশের দৈর্ঘ্য এক একক। এখন 0 বিন্দুর দাঁক্ষণপার্থে 0১. রেখাংশের 
উপর 4, £১০,-*-** বিন্বগ্ীলর এমনভাবে নেওয়৷ হোলো যাতে 045, 


AA, ASA, 1 রেখাংশগুলির দৈর্ঘ্য একক মাপের হয় অর্থাৎ 
তাড়া = AB । তাহলে স্বভাবতই বলা যায় 
41827 বিন্দুগ্বাল যথাক্রমে অখণ্ড সংখ্যা ( এখানে ধনাত্মক 


পূর্ণসংখ্যা ) 1, 2, ৪,........ এর চিন্ররূপ ধরা যেতে পারে। আমরা 0 
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ববন্র বামপাৰ্শ্বে 0, রেখাংশের উপর 133, 139, 135, ....... বন্বগুলি 

এমনভাবে নিলাম যাতে OB;, 7373০, ]39]3১--.----- ৱেখাংশগুলির দৈৰ্ঘ্য 

একক মাপের হয়। অর্থাৎ AB রেখাংশের সমান হয়। অর্থাৎ 
OB, = B,B,= BBs == ত AB! 

তাহলে ঠিক আগের মতই আমরা এখানে বলতে পাঁর B,, 139, B;,.......- 

বিন্দুগুল যথাক্রমে অখণ্ড সংখ্যা (এখানে ঝণাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা )=1, 79 

58, ’ এর চিন্ররূপ ধরা যেতে পারে । 

05, রেখাংশটিকে সমান এ অংশে ভাগ করা হোলো। এখন 0 
শবন্দুর দাঁক্ষণপার্থে /-তম ভাগের শেষ বিন্দু 1১ হয় তাহলে 7 ম্লদরাশ 
?/ (এখানে স্বাভাবিকভাবেই বলা যার ? < ৫) "এর চল । ঠিক 
অনুরূপ ভাবে A+ রেখাংশাটকে এ সমানভাগে ভাগ করে 1-তম ভাগের 
শেষাবন্দু 2, নিলে P,মূলদ রাশ /47-1/0 -15/ণ, (/* > ৫)'এর চিত্ৰ । 

এইভাবে আমরা যে কোন মূলদ রাঁশর চিন্ত পাবো ৷ যাই হোক, আমরা 
এই আলোচনার পারপ্রোক্ষিতে বলতে পারি ১003, রেখাংশটর প্রত্যেকটি 
ধনাত্মক বা ঝণাত্মক মূলদ রাশির প্রাতিষঙ্গী (corresponding) একটি নৰ্দণ্ট 
বিন্দু আছে। মূলদ রাঁশসমূহের নিবিড়ত্বের ও ক্রামকত্বের মতে৷ এই 
বিন্দুগালৱ নিবিড়ত্ব ও ক্রামকত্ব আছে। সমু, রেখাংশের অন্তর্গত দুটি 
মূলন রাশির প্রাতবঙ্গী বিন্দুর অন্তবৰ্তী দূরত্বকে ইচ্ছানুরূপ সংখ্যক সমানভাগে 
বিভক্ত করে আমরা যে বিন্দুগাল পাই তাদের প্রত্যেকটি কোন মূলদ রাশির 
চত্ররূপ । সুতরাং এ থেকে আমরা বলতে পার মূলদ রাশর চিত্রের 
ববন্দুসমাল্ট নিবিড় । - 

এ কথা সত্য যে মূলদ রাশির চিন্ররূপ বিন্দুসমচ্টি নিবিড় হলেও টুডে 
রেখাংশের উপর এমন অনেক বিন্দু পাওয়া যায় যেগুলি কোন মূলদ রাশর 
নচন্ররূপ নয় । : দৃণ্টান্তস্বরূপ, 04, রেখাংশের উপর 0A, বাহুর সমান 
করে একটি বর্গক্ষেত্র 04১01) আকা হোলো । এবং 00 এই 
বর্ক্ষেত্রাটর কৰ্ণ । ১, রেখাংশের 0 বিন্দু থেকে 0 এমন একটি বন্দ 
নেওয়া হোলো যাতে 00 = 00 হয়, তাহলে 0 কোন মূলদ রাশির চিত্ররূপ 
নয়। এট অমূলদ রাশ +/2-এর চিত্ররপ । ( 0 বিন্দুট চিন্ৰে দেখানো হয়নি) ৷ 


এতক্ষণ পর্যন্ত আমর মূলদ ও অমূলদ রাশি সম্পর্কে আলোচনা করলাম । 
এদিয়ে হয়তে। সহজ সহজ যোগ, বিয়োগ, গুণ, ভাগ ইত্যাঁদ গাঁণাতক 
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ক্রিয়া সন্তব। কিন্তু মূলদ রাশির ঘাত (09০০1) যাঁদ ভগ্নাংশ হয় তাহলে 
চার প্রকার গাণিতিক ক্রিয়া হৃদয়ঙ্গম করা বেশ কষ্টসাধ্য ব্যাপার এবং যার ফলে 
আরও ভালভাবে এবং ব্যাপকভাবে মূলদ ও অমূলদ রাশির সংজ্ঞ। নিরূপণের 
দরকার হয়ে পড়ে ৷ এই নূতন ধরনের সংজ্ঞা-নরূপণের জন্য ভায়েরন্ট্রাস, ক্যাণ্টর, 
ডেডোঁকণ্ড, হেইনে প্রমুখ গাঁণতজ্ঞরা সচেষ্ট হন । আমরা তাহলে এক এক করে 
মূলদ এবং অমূলদ রাশির তত্ত্ব ও তার ব্যবহারিক প্রয়োগ নিয়ে আলোচনা করছি । 


2'4 মুলদ রাশির বিভাগীকরণ 2 ডেডোকণ্ডের মূলদ ও অমূলদ রাশির 
সংজ্ঞা বিভাগীকরণের উপর 'ভীত্ত করে রাঁচত৭ ডেডোকও সমস্ত মূলদ 
রাশিগুীলকে (যে রাশিগুলিকে ?/0 এই "বাঁধতে প্রকাশ করা হয়ে থাকে ) 
৮ এবং ২” এই দুটি বিভাগে ভাগ করেছেন এবং এই িভাগীকরণ 
নিয়ালাখত সর্তসমূহ পালন করে চলে ৪ 

() প্ৰত্যেকটি বিভাগের আন্তত্ব থাকবে অর্থাৎ সমস্ত রাঁশগুীল যে 
কোন একটি "বিভাগে অবস্থান করবে না ৷ 

(i) প্রাতটি রাঁশই কোন না কোন একটি ভাগে অবস্থান করবে 
অর্থাৎ বল৷ বায় যে কোন রাশ হয় [_ বিভাগে না হয় R বিভাগে অবস্থান 
করবে ৷ 


(11) 44 বিভাগের প্রত্যেকটি রাশি ‘২’ বিভাগের প্রত্যেকটি রাঁশর 
চেয়ে ছোট | 

এখন [ বিভাগকে নিয়াবিভাগ এবং [২ বিভাগকে উচ্চ বিভাগ বলে 
ধরা হয়। (], ২) এই বিভাগীকরণকে মূলদ রাশির বভাগীকরণ বলা হয় । 
2'5 তিন প্রকারের বিভাগীকরণ 2 উপরেল্লোখত (_, [২) বভাগীকরণ 
আমাদের তিনটি পিদ্ধান্তে উপনীত হতে সাহায্য করে। যথা ঃ 

(ক) [ ভাগে কোন সর্বোচ্চ সংখ্যা থাকবে না কিন্তু [২ বিভাগে 
সৰ্বানয় সংখ্যা থাকতে পারে । 

ব্যাখ্যা 8 একটি উদাহরণের সাহায্যে এর ব্যাখ্যা দেওয়া ভাল ৷ 

ও থেকে যে সমস্ত রাঁশ ছোট সেগুলি [ বিভাগে লওয়া যাক এবং 
9 থেকে বড় অথবা সমান সেগুলি ২ বিভাগে লওয়া যাক। আমর প্রমাণ 


করবো ]+ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি নেই কিন্তু 7২ বিভাগে সর্বানয় রাশি 
ও আছে। 
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প্রমাণ £৪ আমরা প্ৰথমেই দেখাবো (1, 7২) একটি মূলদ রাশির - 
বিভাগীকরণ অর্থাৎ আমরা দেখাবো 2'4 ‘এর সর্ত তিনটি এক্ষেত্রে মেনে 
চলছে । £ 
মূলদ রাশ 1 = ]. (= এর অর্থ অবস্থান করে ) কারণ 1 < ৪ এবং 
L বিভাগে সেই সমস্ত রাশ রাখা হয়েছে যাদের মান ৪ থেকে ছোট । 
মূলদ রাশি 15/2 €R কারণ এ > ৪ এবং R বিভাগে ৪ এর সমান 
অথবা বড় মূলদ রাশগুলি রাখা হয়েছে ৷ 


সুতরাং আমরা দেখতে পেলাম প্রত্যেকটি বিভাগের আন্তত্ব আছে অর্থাৎ 
9.4 এর প্রথম সর্তটি সিদ্ধ হচ্ছে। 
এবার আমরা দেখাবো প্রত্যেকটি রাঁশই কোন না কোন বিভাগে অবস্থান 
করবে ৷ এখন ধরা যাক % একটি মুলদরাশ তাহলে ' রাঁশট 'নয়ালাখত 
‘তিনটি সর্তের যে কোন একটি সর্ত মেনে চলবে ৷ 
(৫)  % < 3 তাহলে YELL. 
(1}) % = 8 তাহলে YER. 
(ii) 7 > 3৪ তাহলে YER. 
সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছি, + মূলদ রাশটি হয়, বিভাগে না হয় 
1২ বিভাগে অবস্থান করছে । অৰ্থাৎ এ থেকে বল৷ যেতে পারে-_প্রত্যেকটি 
রাশই কোন না কোন বিভাগে অবস্থান করবে ৷ 
অতএব 24. এর দ্বিতীয় সর্তট সিদ্ধ হচ্ছে ৷ 
সর্বশেষ আমাদের দেখাতে হবে ]_ ভাগের প্রত্যেকটি রাশই R 
বিভাগের প্রত্যেকটি রাশ অপেক্ষা ছোট ৷ এই সর্তট দেখাতে গেলে আমরা 
যে কোন দুটি মূলদ রাশি 4 এবং 9) লই এবং 61 এবং 721২ হয় ৷ 
আমাদের প্রমাণ করতে হবে 90) 
ধরা যাক 4 এ: তাহলে নিশ্চয়ই % > 9 হবে। কিন্তু =) 
অসম্ভব কারণ একই রাশি উভয় বিভাগ [ এবং R এ অবস্থান করতে 
পারে না। সুতরাং £2) ; তাহলে %' > % হবে ৷ যেহেতু YER 
১,928 এবং £ ৮9 = ৪=> %* >> ৪ ঢ় (ii) 
(- এর অর্থ এথেকে পাওয়া যায় বা অনুসৃত হয়) কিন্তু আমর! %’কে ][, 
{বিভাগে লওয়ার জন্য % সর্বদাই 3 অপেক্ষা ছোট হবে ৷ আবার 
(1) এ দেখাছ > 8; অতএব আমরা পরস্পর 1বরোধী সিদ্ধান্তে 
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উপনীত হচ্ছি । এটি হওয়ার কারণ আমরা £ ১৭) ধরেছি । অতএব 
£+9 অৰ্থাৎ আমরা বলতে পার 4 ৯ সুতরাং ৮-91 এই 
আলোচনার পাঁরপ্রোক্ষতে আমরা বলতে পাঁর [_ বিভাগের প্রত্যেকটি রাশই 
R বিভাগের প্ৰত্যেকটি, রাঁশ অপেক্ষা ছোট । প্রথম, দ্বিতীয় ও তৃতীয় 
ঘটন। থেকে স্পণ্টই বলা যায় (_, R) একটি মূলদ রাশির বিভাগীকরণ। 
তাছাড়াও আমরা লক্ষ্য করলাম [২ 1বভাগে সর্বানয় রাশ 8 অবস্থান 
করছে। সুতরাং আমরা সিদ্ধান্ত নিতে পারি [_ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই 
কিন্তু ২ বিভাগে সৰ্বানয় রাশ অবস্থান করছে। 

(খ) 15 বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ অবস্থান করে কিন্তু ২ বিভাগে সৰ্বানয় 
রাশি নেই ৷” 

ব্যাখ্যা ই 5 'এর থেকে যে সব রাশি ছোট অথবা, সমান সেগুলি 1; 
বিভাগে লওয়া যাক এবং 5 'এর থেকে যে সব রাশ বড় সেগুলি [২ বিভাগে 
লওয়া যাক । আমাদের -প্রমাণ করতে হবে ]; 1বভাগে সর্বোচ্চ রাশ 5 
অবস্থান করে । এটি প্রমাণ করতে গেলে আমরা প্রথমে দেখাবো (_, ২) 
একটি মূলদ রাশির বিভাগীকরণ । 


(ক) 'তে যেমনভাবে প্রমাণ করা হয়েছে যে (],, [২) একটি মূলদ রাশর 
বিভাগীকরণ। ঠিক অনুরূপভাবে এখানে দেখানে। সম্ভব যে (], R) একটি 
মূলদ রাশির বিভাগাঁকরণ ৷ এবং আরও প্রমাণ করা সম্ভব ][, বিভাগে সর্বোচ্চ 
রাশ 5 অবস্থান করে কিন্তু ২ বিভাগে সর্ধানয় রাশ নেই ৷ 

(গ) 1, বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই এবং [২ বিভাগেও সর্বানয় রাশি নেই ৷ 

ব্যাখ্যা ৪ 14 বিভাগে খণাত্মক রাশ মূলদ রাশ, শূন্য ও সেই সমস্ত 
মূলদ রাশি রাখ হয় যাদের বর্গ 2 অপেক্ষা ছোট । এবং R বিভাগে সেই 
সমস্ত রাশি রাখা হয় যাদের বর্গ 2 অপেক্ষা বড়। আমরা প্রমাণ করবে৷ 
[ বিভাগে সর্বোচ্চ মূলদ রাশি ( যে গুলি }/৫ এই বধিতে প্রকাশ করা হয়ে 
থাকে ) নেই এবং [২ বিভাগে সৰ্বানয় মূলদ রাশ নেই ৷ এটিকে প্রমাণ করতে 
গেলে প্রথমে দেখাতে হবে যে (1, ২) একট মূলদ রাশির বিভাগীকরণ, তারপর 
মূল অংশটি প্রমাণ করা হবে ৷ (14, [২) ‘কে মূলদ রাশির িভাগীকরণ বলতে 
গেলে আমাদের দেখাতে হবে 

(গ্র১) প্রাতিট বিভাগের আগ্তত্ব বৰ্তমান । 


(২) প্রাতটি মূলদ রাশি কোন না কোন বিভাগে অবস্থান করবে ৷ 
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(গত) [ বিভাগের প্রতিটি রাশি 1২ বিভাগের প্রতিটি রাশি অপেক্ষা 
ছোট । 

এখন (গ;), (গং) এবং (গত) শর্তগুলি পরপর প্রমাণ কর! হচ্ছে। 

(গ১) = 76L যেহেতু =" < 92 

এবং 9 21ং যেহেতু 9১ 291 

সুতরাং [ এবং ২ উভয় বিভাগের অস্তিত্ব বৰ্তমান ৷ 

(গ২) এবং (গণ) সর্ত দুটি প্রমাণ করার আগে আমরা প্রমাণ করবে৷ 
«এমন কোন মূলদরাশি নেই যার বর্গ 2 এর সমান ৷) দেখা যাক এটি 
প্রমাণ করা যায় কিনা । 


ধরা যাক 1/0 এমন একটি মূলদরাশি যার বৰ্গ 2 এর সমান ( মনে রাখা 
প্রয়োজন যে ? এবং 0 পারস্পীরক মৌলক সংখ্যা এবং 0 ₹ 0) অৰ্থাৎ 


?*/4*=2. তাহলে 1 %৫* ঢ় (1) 
সুতরাং / একটি যুগ্য পূর্ণ সংখ্যা (even 111{6861) অর্থাৎ ? একটি 
যুগ্ম পূর্ণ সংখ্যা। ধরা যাক ?=92% ... (1) (এখানে k একটি 


ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ) তাহলে (i) 'এ মান বসিয়ে আমর৷ পাই (97)+- 29" 
অথবা 475 2 বা 9০৫ অর্থাৎ এক্ষেত্রেও দেখছ ? একটি যুগ্ম 
পূর্ণ সংখ্যা ৷ ধরা যাক = 21 .... (ii) (এখানে £ একটি ধনাত্মক 
পূর্ণ সংখ্যা ) সুতরাং (1) এবং (31) থেকে আমরা বলতে পারি 4 এবং 
৫ এর মধ্যে একাট সাধারণ উৎপাদক নিশ্চযই আছে। কিন্তু তাহলে 
আমাদের পূর্ব সিদ্ধান্ত ? এবং ? এর মধ্যে কোন সাধারণ উৎপাদক নেই এই 
ধারণার বিপরীত সিদ্ধান্তে উপনীত হচ্ছি । অর্থাৎ স্ববিরোধী সিদ্ধান্ত আমরা 
দেখতে পাচ্ছি। এবং এই সিদ্ধান্তে আসার কারণ_যেহেত আমরা 
*/*=2 ধরোছ। এই ধরে নেওয়া সর্তাট ঠিক নয় অর্থাৎ ?*/* 2 ৷ 
সুতরাং আমরা দেখাতে পেরেছি--এমন কোন মূলদরাশ নেই যার বৰ্গ 
2 এর সমান হবে । 


এবার (গ২) "এর মূল প্রমাণে আসা যাক। অর্থাৎ প্রাতাঁট রাশ কোন 
না কোন বিভাগে অবস্থান করবে। আমর৷ ইচ্ছানুরূপ যে একটি মূলদ রাশ 4 
1নলাম তাহলে 

(গ+) যাঁদ £ বণাত্মক রাশ হয় তাহলে 42], 

(গং) যাঁদ এটি শূন্য হয় তাহলে এটি [. বিভাগে অবস্থান করবে । 
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(গণ) যাদি এট ধনাত্মক হয় কিন্তু এটির বর্গ 2 'এর থেকে ছোট হয় 
তাহলে এটি [ বিভাগে অবস্থান করবে ৷ 

(গণ) যাঁদ এট ধনাত্মক হয় কিন্তু এটির বর্গ 2 ’এর থেকে বড় হয় 
তাহলে এটি [২ বিভাগে অবস্থান করবে ৷ 

(গ+), (গং), (গণ) এবং (গঃ) থেকে স্পন্টই বোঝা যাচ্ছে যে প্রাতাঁট 
রাশিই হয় [, বিভাগে না হয় R বিভাগে অবস্থান করবে ৷ 


সুতরাং আমরা (গ২) 'এর সর্তাট প্রমাণ করতে সমর্থ হলাম ৷ 
(গত) ধরা যাক 4 একটি মূলদ রাশ যোট [, বিভাগে অবস্থান করে এবং 
?) একটি ভিন্ন মূলদরাশ যোট R. বিভাগে অবস্থান করে । তাহলে আমরা 
তিনাটি সম্ভাবনার সম্মুখীন হবে৷ ৷ 


(}) + ঝণাত্মক মূলদরাশি হতে পারে। 
(1) + শূন্য হতে পারে 
(01) £ ধনাত্মক মূলদ রাশ হতে পারে কিন্তু %* < 2. 


যেহেতু 751২ সুতরাং ) >> 0 এবং 9+ >> 2 এখন  € 0 হলে 
স্বভাবতই % < 9 হবে ৷ 


আবার যদ ৮0 হয় তাহলেও % << 9 হবে। 
কিন্তু ৮+* > 0 এবং ৮ < 2 হয় তাহলেও % << 9 হবে ৷ 


ধরা যাক % ৭) তাহলে +=" হবে অর্থাৎ ৫*> )/* ( যেহেতু ৮ এবং 
% দুটিই ধনাত্মক মূলদরাশ ) 


%4% বা 9৭ ঢ় (1) 
কিন্তু 721২ অতএব 9১9 2৮1) 
সুতরাং (1) এবং (9) থেকে পরস্পর বিরোধী অসংগত "সিদ্ধান্তে উপনীত 
হচ্ছি। অতএব 2 অৰ্থাৎ 4 < 9. 


এ থেকে আমরা 1সদ্ধান্ত নিতে পারি যে [ বিভাগের প্রত্যেকটি রাঁশই 
1২ বিভাগের প্রত্যেকটি রাশি অপেক্ষা ছোট । 


অতএব (গত) সর্তট সিদ্ধ হোলো ৷ 


তাহলে (গ১), (গং) এবং (গত) থেকে আমরা বলতে পাঁর (, 7২), 
একটি মূলদ রাশির বিভাগীকরণ । 
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এইবার আমর! (গ) ’এর মূল সৰ্তাট প্রমাণ করবো ৷ অর্থাৎ এটি প্রমাণ 
করতে গেলে দেখাতে হবে 


(1) 14 বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই ৷ 
(ii) RR বিভাগে সর্বানম় রাশ নেই ৷ 


(i) ধরা যাক [_ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ £ আছে । আমরা দেখাবো 
এ অনুমান সত্য নয় ৷ এ 


যেহেতু / 51. এবং সর্বোচ্চ রাশ, অতএব /* < 2, 


অথবা 2?” ধনাত্মক------ (8)... 
এবার ভিন্ন একটি মূলদ রাশ ধরা যাক এবং 
= বঠা. ধরা হোলে৷ ৷ স্বাভাবিকভাবেই বল৷ যায় 7 > 0. 
/ লি ৰ লাও LEB BREE 
এখন 7-% ৮? নমি 
_909-72) 
সা > 0 [(9) এর সাহায্যে] 
অতএব k-7 > 0 ০4) 
টল 4 "97 
আবার % 288 
_167-9477+9/-18-947-815 
(879), 


২0৯) 
8429 0 [ (9) এর সাহায্যে ] 
অতএব 7 < % 27105) 


তাহলে আমরা দেখতে পাচ্ছি % একটি মূলদ রাশ এবং k > 0 কিন্তু 
"< 21 সুতরাং আমরা এমন একটি মূলদ রাশ }'র সন্ধান পেলাম যেটি 
সর্বোচ্চ সংখ্যা ? অপেক্ষাও বড়। সুতরাং আমরা আবার পরস্পর বিরোধী 
‘সিদ্ধান্তে উপনীত হচ্ছ । এবং এই বিরোধী সিদ্ধান্তে উপনীত হবার কারণ 
[ বিভাগে সর্বোচ্চ মূলদ রাশি / অবস্থান করে ধরে নেওয়া হয়েছে ৷ অতএব 
উক্তাট ভ্রান্ত । অৰ্থাৎ আমরা বলবো [ 'বভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই ৷ 
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(1) এবার আমরা প্রমাণ করবো R বিভাগে সর্বানয় মূলদ রাশি নেই। 
ধরা যাক ] বিভাগে সর্ধনিগ্বরাঁশ $ আছে ৷ আমরা দেখাবে এটি অসম্ভব ৷ 
521২ => $ >> 0 এবং ৬২ > 2. 
=> $*- 2 >> 0 ১56) 
এবার আমর! ভিন্ন একটি মূলদ রাশ £ লই এবং 


_478$-855 21 
রি 


= + <!0 [ (6) এর সাহায্যে ] 


ত") ১0106) ] 
78795), এর সাহায্যে 


2১ ঠে == 0 1]২; 


তাহলে আমরা এখন একটি মূলদ রাশ % পাচ্ছি যেটি সৰ্বানয় মূলদ রাশ 
$ থেকে ছোট কিন্তু দেখা যাচ্ছে / 1] অর্থাৎ আমরা একটি স্বাবরোধী 
সিদ্ধান্তে উপনীত হাচ্ছি। অতএব R বিভাগে অবাস্থত মূলদ রাশ ও সবানয় 
এ ধারনা ভ্রান্ত । অৰ্থাৎ R. বিভাগে কোন সর্ধানয় মূলদ রাশ নেই ৷ 

উপরেলোখত (ক), (খ) এবং (গ) ’এর আলোচনা থেকে স্পষ্টই বোঝা 
যাচ্ছে যে আমর! তন ধরনের মূলদ রাঁশর বিভাগীকরণ (_, 1২) পাচ্ছি । 

(1) 44 বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি অবস্থান করে কিন্তু ২ বিভাগে মানয় 
রাশি অবস্থান করে না ৷ 


(2) 1, বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি নেই কিন্তু ] বিভাগে সর্বানয় রাশি 
অবস্থান করে। 
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(8) L বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই এবং R বিভাগে সৰ্বানয় রাশি 
নেই ৷ 

স্বভাবতই মনে প্রশ্ন জাগতে পারে--এমন একটি বিভাগীকরণ পাওয়া যাবে 
{ক যার ফলে একই সময় [_ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ অবস্থান করবে এবং R 
বিভাগে সৰ্বানয় রাশি অবস্থান করবে? আমরা বলবো এ ধরনের কোন 
গাণিতিক ধারণ থাকা একেবারেই অসম্ভব । দেখা যাক কি হয়৷ 

ধরা যাক ], বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ / আছে এবং এ একই সময়ে 
R বিভাগে সর্ধানয় রাশ $ আছে । আমরা দেখাবে। এই ধারণা ভ্রান্ত ৷ 


আমরা নূতন একটি মূলদ রাশি টয়া 


2 
এখন, t-r=" r= > 0 (যেহেতু $ 21২.) 
॥১৮% এবং } 2 1], --- (i) 
LS ET TES 
আবার }--$= টা বা <0 
TEU তবংঢচ 2 ২ (i) 


(i) এবং ({i) থেকে বলতে পারি £ কোন বিভাগেই অবস্থান করছে না। 
সুতরাং (_, R) ’কে একটি মূলদ রাশির বিভাগীকরণ বলা যাবে না। অর্থাৎ 
এ থেকে আমরা সিদ্ধান্ত নিতে পারি একই সময়ে [_ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ 
থাকবে না এবং 1২ বিভাগে সর্বনিম্ন রাশ থাকবে না । 


26 নিন্সবিভাগ গঠনঃ দেখা গিয়েছে গাঁণতাবদরা (],, R) এই 
মূলদ রাশির বিভাগীকরণের.], বিভাগকে নূতন ভাবে সংজ্ঞায়িত করেছেন ৷ 
কেন নূতন সংজ্ঞা দেওয়া হোলো তা নিয়ে বিস্তৃত আলোচনার জায়গা, এখানে 
নয়, তবে এটুকু বলা যায়--এই নূতন সংজ্ঞার সাহায্যে দুটি বাস্তব রাশির 
যোগ, বিয়োগ, গুণ প্রভাত গাণিতিক ক্রিয়া সহজেই সংজ্ঞায়িত করা যায় । 
দেখা যাক 1, বিভাগের নূতন সংজ্ঞা ক ভাবে দেওয়া হয়েছে । 


যে কোন মূলদ রাশির সংহাত (968) কোন বভাগীকরণের নিম বিভাগ - 
গঠন করতে পারে যাঁদ 


(ক) সমস্ত মূলদ রাশ এই নিম্ন বিভাগে না থাকে । 
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(খ) এই নিম্ন বিভাগে কোন সর্বোচ্চ রাশ না থাকে । 


(গ) যে কোন মূলদ রাশি এই বিভাগের যে কোন রাশি অপেক্ষা ছোট 
হলে এই বিভাগেই অবস্থান করবে ৷ 


এখন যে সমস্ত মূলদ রাশ এই বিভাগে থাকবে না তারা উচ্চ বিভাগে 
অবদ্থান করবে। 


2'7 মূলদ রাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে বাস্তব মূলদ রাশি এবং 
বাস্তব অমুলদ রাশির সংজ্ঞ|। 


এতক্ষণ পর্যন্ত মূলদ রাঁশর বিভাগীকরণ নিয়ে আলোচনা করা হোলো ৷ 
- এখন মূলদ বরাশির বভাগীকরণের সাহায্যে কি করে বাণ্তব মূলদ রাশ এবং 
বাস্তব -অমূলদ রাশর সংজ্ঞা দেওয়া যায় তা নিয়ে আলোচনা কর! যাক । 
মনে রাখা প্রয়োজন বাস্তব মূলদ রাশ এবং বাস্তব অমূলদ রাশ নিয়েই বাস্তব 
রাশ গঠিত ৷ ৰ 

যে কোন ব্লাশিধর৷ যাক 4”কে মূলদ রাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞা 
নেওয়া যাক ( এখানে = /, }/ এবং এ পারস্পারক মৌলিক সংখ্যা এবং 
০৮০) 


বাঁদ + থেকে যে সমস্ত রাশ ছোট সেগুলিকে, বিভাগে রাখা হয়, 
4 থেকে যে রাশগুীল বড় সেগুলিকে [২ বিভাগে রাখা হয় এবং 4'কে হয় 
[ "বিভাগে না হয় [২ বিভাগে রাখা হয় তাহলে আমর! বলবো 4 রাশিটিকে 
মূলদ রাশির বিভাগীকরণের দ্বারা সংজ্ঞা দেওয়া হোলো ৷ যে ক্ষেত্রে %51+ 
হবে সেক্ষেত্রে, বিভাগে 4 সর্বোচ্চ রাশি হবে । অথবা 451২ হলে 1২ 
বিভাগে 4 সর্বানয় রাশ হবে । এখন 4 যাঁদ এই দুটি সর্তের যে কোন 
একটি সর্ত মেনে চলে তাহলে %’কে বলা হবে “বাস্তব মূলদ রাশি” এবং % 
প্রতীক দিয়ে এটিকে লেখা হয় । প্রসঙ্গত বলা প্রয়োজন আমর! 2'6 পাঁরচ্ছেদ 
দেখোঁছ-_ানয় বিভাগ গঠন করতে গেলে এই বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ থাকবে না৷ 
অতএব আমর। এক্ষেত্রে প্রথম সর্তট ধরবে! না. অৰ্থাৎ যে বিভাগীকরণের 
সাহায্যে কোন রাশিকে সংজ্ঞাত করা হয় এবং এই রাঁশটি উচ্চ বিভাগে সৰ্ব" 
নিয় রাশ হিসাবে বিবোঁচত হয় তখন এ রাশিটিকে বাস্তব মূলদ রাশ বল! 
হবে ৷ কন্ধ যাঁদ রাঁগটি R ?বভাগে সৰ্বানয় রাশ না হয় তাহলে ঞঁ 
রাশটিকে বাস্তব অমূলদ রাশ বল! হবে ৷ 
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প্রশ্ন করা যেতে পারে সাধারণ মূলদ রাশির সঙ্গে বাস্তব মূলদ রাশির 
পাৰ্থক্য কোথায়? একটি সহজ উদাহরণের সাহায্যে এই পাৰ্থক্যটি 
ববিয়ে দেবার চেষ্টা করাছ। 


সাধারণ মূলদ রাশ 2 এবং বাস্তব মূলদ রাশ ঠ এর মধ্যে তুলনা 
করা যাক। সাধারণ মূলদ রাশি 2-কে £/ এই বিধি অনুযায়ী লেখা 
হয়ে থাকে (এখানে ? এবং এ পারস্পারক মৌলক সংখ্যা এবং 
0740, দুণ্টব্য 2'1 অনুচ্ছেদটি ) ৷ বাস্তব মূলদ রাশ 2-কে মূলদ রাশির 
[বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞা দেওয়া হয়ে থাকে অর্থাৎ ন = (],, R) 
এবং 251২ তাছাড়া [২ বিভাগে ই সর্বনিগ্ন রাশি । এথেকে স্পত্টই 
বোঝা যাচ্ছে 2 এবং 2’ এর মধ্যে পার্থক্য ন্যায়জানত (1081081) ৷ 


2'8 বিভাগীকরণের একটি বৈশিষ্ট্য ঃ অত্যন্ত ক্ষুদ্র ধনাত্মক রাশ 
&’-র প্রাতসঙ্গী (corresponding) দুটি রাশি এ 2]. এবং 951২ 
পাওয়া যাবে যার ফলে )-% = হবে ৷ 


প্রমাণ ৪ ধরা যাক, ৫21], এবং 0521২ তাহলে স্বভাবতঃই ৮ >> 0 
হবে। আর্কামভীয় স্বতঃসিদ্ধ থেকে. আমরা বলতে পাঁর-_এমন একটি 
ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 1 পাওয়া যাবে, যার ফলে 1% > ০-৫ হবে ৷ 
অৰ্থাৎ +1 >> %; তাহলে আবার ৫, ৫41, a+ 92h, 
-৫4-1 দিয়ে একটি সংহতি (99) গঠন করা যাক। এখন ৫ 21], 
এবং 04-11 21২ সুতরাং সংহতিস্থ দুটি পরপর রাশ ধরা যাক 
৫+-7%15 এবং 04 ("+ ])' পাব, যার ফলে ৫+7/0-4%) L 
বিভাগে অবস্থান করবে এবং ৫+0৮71)% (9) [২ বিভাগে 
অবস্থান করবে । অতএব এক্ষেত্রে দেখা যাচ্ছে )/-4%-% হচ্ছে। 
অৰ্থাৎ আমরা বলতে পাঁর_-কোন ধনাত্মক ক্ষুদ্ৰ রাশ /'র জন্য দুটি 
রাশি +% 1]. এবং 921২ পাওয়া যাবে যার ফলে 9--4৮-? হবে । 


9 ছুটি রাশির মধ্যে ক্রমিক সম্পর্কঃ ৭, =(L,, R,) এবং 


৫৪৯ (9৮8২০) দুটি বাস্তব রাশি। এখন আমর! তিনটি ঘটনার 
সী হবে৷ ৷ 


(i) 14 বিভাগটি [, বিভাগটির একটি যথার্থ অংশ । অর্থাৎ 1, 
{বিভাগের প্রতিটি সদস্যই [, বিভাগের সদস্য কিন্তু [4 বিভাগের 


2 
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প্রতিটি সদস্য [, বিভাগের সদস্য নয়। অর্থাৎ, 015 (18 CL: 
এর অর্থ , বিভাগটি [৪ বিভাগের যথার্থ অংশ ) 

(1) [5 বিভাগটি [.£ বিভাগটির একটি যথার্থ অংশ ৷ অর্থাৎ 
[এ বিভাগের প্রতিটি সদস্যই [, বিভাগের সদস্য রা lt বিভাগের প্রীতটি 
সদস্য , বিভাগের সদস্য নয় । অর্থাৎ, CL, 

(iii) L, এবং [5 আঁভন্ন (identical) et 7, বিভাগের 
সমস্ত সদস্যই [5 বিভাগে থাকবে এবং [5 বিভাগের সমস্ত সদস্যই ]: 
{বিভাগে থাকবে ৷ 

এখন এই তিনটি সম্পর্কের সাহায্যে আমর! দুটি বাস্তব রাশর মধ্যে 
কোনটি বড় অথবা কোনটি সমান তার সংজ্ঞা দেব ৷ 

পূর্বেই আমরা ধরোছি ০৯ 07.» 1২) এবং 02 (এ, Rs)! 
এখন (৫) যখন 154 বিভাগাট [৪ বিভাগের যথার্থ অংশ হবে তখন 
0, << 0, বল৷ হবে ৷ 

(১) যখন 15 এবং 12 অভিন্ন হবে, তখন 0.,= 0, বল! হবে । 

(০) যখন 12 বিভাগটি বিভাগের যথার্থ অংশ হবে তখন 
01 > ৫৪ হবে। 

স্বাভাবিকভাবে প্রশ্ন উঠতে পারে_ ন্রামক সম্পর্ক কোথায় কাজে লাগানো 
হবে ? এই প্রশ্নের উত্তর খু'জতে গেলে আমাদের কয়েকটি ব্যবহারিক প্রয়োগ 
জানা দরকার । (1) যাঁদ 2 < ৪ হয় তাহলে কি বাস্তব মূলদ রাশ 
2 বাস্তব মূলদরাশি ৪ 'এর চেয়ে ছোট? অর্থাৎ ন < ন্ত হবে 
কি? হ্যা, নিশ্চয়ই 2 < ৪ হবে। এটি প্রমাণ করতে গেলে ক্রামক 
সম্পর্কের সাহায্য নিতে হবে। ধর যাক = (5, 1২৪) এবং 
3 = 0৯, 1২5) অর্থাৎ 1৪ বিভাগে সেই সমস্ত রাশ রাখ! হয়েছে যেগুল 
2 এর ছোট অৰ্থাৎ ],9={ 4 : % <2} এবং R,’তে-2 এর বড় 
সমান সমান রাশিগুলি রাখা হয়েছে । অর্থাৎ ]২০= {% : :% ৩৮ গ)। 
অনুরূপভাব বলা যায় = [4 :% < ৪) এবং 1২৪ = { +: > 3} ৷ 
এখন 2 < 8 দেখাতে গেলে আমাদের প্রমাণ করতে হবে], বিভাগটি [5 
বিভাগটির একটি যথর্থে অংশ অর্থাৎ [5 018 

আমরা জান 1 € 1, যেহেতু 1 < 9. 


আবার 1 EL, যেহেতু 1 < 8. 
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তাহলে দেখা যাচ্ছে [, বিভাগের সদস্যগুলি [ও বিভাগের সদস্য৷ 

আবার 2 15৪ যেহেতু 2 < 3. 

কিনু 3 ৫ 1, যেহেতু $ > 2 

এথেকে আমর! দেখতে পাচ্ছ ][.; বিভাগের সব সদস্যই [5 
বিভাগের সদস্য কিন্তু [৩ বিভাগের সব সদস্য ][,9 বিভাগের সদস্য 
নয়। এই আলোচনার পারপ্রোক্ষতে আমরা বলতে পার [5 5], 
অর্থাৎ ক্রমিক সম্পর্ক অনুযায়ী আমর! সিদ্ধান্ত নিতে পার 2 < 3 

এই পাঁরচ্ছেদে ক্রামক সম্পর্কের সংজ্ঞা ও একটি ব্যবহারক প্রয়োগ 
দেখানো হোলো ৷ এবার দেখানো হবে ক্লামক সম্পর্ক প্রাতিবর্তিতা 
(1২99০915105), প্রাতসাম্য (Symmetry) ও সংক্লামতা (00187515165) 
এই তিনটি প্রাথামক বাঁধ মেনে চলে । 
210 গ্রতিবতিতা ৪ « যাঁদ বান্তবরাশ হয় তাহলে আমরা দেখাবে। 
«= QQ 

প্রমাণ ঃ যেহেতু এবং « দুটিই বাস্তব রাশ অতএব এ দুটিকে 
মূলদ রাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞা দেওয়া যেতে পারে। ধরা 
যাক, বামপার্থের = (][.,, ]২,) এবং দাক্ষণপাৰ্শ্বেৱ ৫ (১০, 1২5) 
আমাদের দেখাতে হবে ].,=]., অর্থাৎ [_, বিভাগের সব সদস্যই 
L, বিভাগের সদস্য এবং ],39 বিভাগের. সব সদস্যই আবার L; 
বিভাগের সদস্য । 

ধরা যাক, #4, 6.L, তাহলে 4%, 2 152 272 (0) 

আবার 92 L, তাহলে Yy, EL, ০ (0) 

অতএব (৫) এবং (0) থেকে বলা যায় ][', =] 9 অর্থাৎ ৫৫. 
211.  গ্রতিসাম্য 2 যাদ ৫ এবং |} দুটি বাস্তব রাশি হয় এবং = 
হয় তাহলে প্রমাণ করতে হবে B= ০. 

প্রমাণ ঃ যেহেতু ৫ এবং 1 বান্তবরাশি অতএব এ দুটি রাঁশকে 
মূলদ রাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা যায়। ধরা যাক, 
0. (145) R,) এবং B= (],9, Re) । যেহেতু ০0 অতএব ভ্ীমক 
সম্পর্ক থেকে বলা যায় 14: = এবং এ থেকে আমরা পাই =, 
অর্থাৎ B= 0. 
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212. সংক্রমিতা ৪ ধরা যাক, ৫:, 02 এবং ৫৪ তিনটি বান্তবরাশি 
এবং এ, << 0৪, 02 < 0০.৪ তাহলে দেখাতে হবে এ, < ০৪. 

প্রমাণ 2 আমরা আগেই দেখোছ, যে কোন বান্তবরাশিকে মূলদরাঁশর 
দবভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা৷ যায়। অতএব ধরা যাক, 
0, = (7.5, Ri), 02 (La, Ra) এবং ৫৪ = (0৪, Rs) 

এখন যেহেতু ৫, < ৫5 »৯ L, C Ls" (1) 

আবার Us < ০৪ => La CLs (ii) 

(1) এবং (1) থেকে স্পষ্টই বল৷ যায় [4 2 1.9. 

অৰ্থাৎ 0; < ০.৪. 


2'18 শুন্য, ধনাত্মক ও খণাত্মক বাস্তবরাশির সংজ্ঞা। 
শুন্য ঃ কোন রাশ এ-কে বান্তবরাশ শূন্য বল৷ হবে যাঁদ উচ্চ বিভাগে 
সৰ্বানগ়ন রাশ শূন্য অবস্থান করে অর্থাৎ 
ELBE OK 0 
][২ = [% :4:6.0, % = 0} 


[এখানে 0 এমন একটি সংহাত যার প্রত্যেকটি সদস্যকে //0 এই 


বাধতে লেখা যায়। ও এ পারস্পারক মৌলিক সংখ্যা এবং 0 ৮ 0] 

ধনাত্মক বাস্তবরাশি 2 যে কোন বান্তবরাশ ধরা যাক, ৫-কে ধনাত্মক 
বলা হবে যাঁদ নিয়াবভাগে অন্ততঃ একট ধনাত্মক ম্লদরাশ অবস্থান করে 
অৰ্থাৎ নিয়াবভাগে অসীম সংখ্যক ধনাত্মক মূলদরাশ অবস্থান করে । 


খণাত্বক বাস্তবরাশি £ যে কোন বান্তবরাঁশ ধরা যাক, "কে 
বণাত্মক বাস্তবরাশ বলা হবে যাঁদ নিগ্নীবভাগে অন্তত একটি খণাত্মক মূলদরাশ 
অবস্থান করে। অর্থাৎ নিয়াবভাগে অসীম সংখ্যক ঝণাত্মক মূলদরাঁশ 
অবস্থান করে ৷ 


2:14 উপপাদ্য 1; ৫=(],, 1২) একটি বান্তবরাশি। 0, একটি 
বাস্তব মূলদরাশি যেটি [, বিভাগে অবস্থান করে এবং ৫৪ ভিন্ন একটি বাস্তব 
মূলদরাশ যোট R বিভাগে অবস্থান করে তাহলে প্রমাণ করতে হবে 
6. ৫:05, এবং 65 2 0. 
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প্রমাণ 2 যেহেতু 0, এবং ৫5 দুটি বাস্তব মূলদরাশি সুতরাং এই 
দুটিকে মূলদরাশর বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞা দেওয়া যায়। ধরা যাক, 
a,=(L,, R,) এবং 0, = (5০, 1২৪) ৷ অৰ্থাৎ 17 বিভাগে সেই 
সমস্ত মূলদরাঁশ রাখা হয়েছে যেগুলি 0, অপেক্ষা ছোট এবং R, বিভাগে 
সেই সমন্ত মূলদরাশ রাখা হয়েছে যেগুলি ৫, অপেক্ষা বড় অথবা সমান । 
L, বিভাগে সেই সমস্ত রাশ রাখা হয়েছে যেগুলি ৫৪ অপেক্ষা ছোট এবং 
[২ বিভাগে সেই সমস্ত রাশি রাখা হয়েছে সেগুলি ৫এ অপেক্ষা বড় অথবা 
সমান। এখন যেহেতু এ-কে বান্তবরাশি বলা হয়েছে অতএব (ক) & বাস্তব 


অম্লদরাঁশ হতে পারে । অথবা খে) বাস্তব মূলদরাঁশ হতে পারে । 
/ L, a, R, 
যে সমস্ত মূলদরাশ যে সমস্ত মূলদরাশ ৫, অপেক্ষা বড় অথবা সমান । 
0, অপেক্ষা ছোট 


0 R 

যে সমন্ত মূলদরাশি ৫. অপেক্ষা বড় 
অথবা সমান (0.= বাস্তব মূলদরাশ 
হ’লে সমান হতে পারে কিনু অমূলদ- 


IE 
রাশ হ’লে সমান হবে না) 


যে সমস্ত মূলদরাশ ৫ অপেক্ষা ছোট br 


যে সমস্ত মূলদরাশি ৫৪ 
যে সমস্ত মূলদরাশি ৫০ অপেক্ষা ছোট অপেক্ষা বড় অথবা সমান ৷ 
Ts হক 


LL শর্ট 


| 
| 
৷ 
| 
| 
| 
| 
| 


(ক) যখন & বাস্তব অমূলদরাশি ঃ যেহেতু ৫ বান্তব অম্লদরাশ 
অতএব আমাদের দেখাতে হবে 0, < 0 এবং 2 >> ৫1 এখন 
০. (০ B) বাস্তব অমূলদরাশ ধরার জন্য আমর বলতে পাঁর ], বিভাগে 
সেই সমস্ত রাশ রাখা হয়েছে যেগুলি 0, অপেক্ষা ছোট এবং 1২ 
{ভাগে সেই সমন্ত রাশ রাখা হয়েছে যেগুুল 0, অপেক্ষা বড় ৷ 
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অৰ্থাৎ দেখা যাচ্ছে [, বিভাগে সৰ্বোচ্চ রাশি নেই এবং ২ বিভাগে 
সৰ্বানয় রাশ নেই । 

প্রথমে আমরা দেখাবো 0, < ৫। এটি দেখাতে গেলে আমাদের 
প্রমাণ করতে হবে ],, 2 ], | দেখা যাক এটি প্রমাণ করা যায় 
কিনা ৷ ধরা যাক, % 1], কিন্তু [., বিভাগে সেই সমস্ত রাশি লওয়া 
হয়েছে যেগুলি ৫, অপেক্ষা ছোট । অতএব 4 << 0; কিন্তু 0, 2 L 
=> 42], (কারণ আমরা জান কোন রাশি ], বিভাগের যে কোন রাশ 
অপেক্ষা ছোট হ’লে এ রাশটি ][, বিভাগেই অবস্থান করবে )। আবার 
যেহেতু [, বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই, অতএব যে কোন একটি মূলদরাশি 
ধরা যাক, ?/* 2 ], লওয়া হ’ল এবং / >> ৫॥ । যেহেতু 7 > 0; 
অতএব ?% 2 R, অর্থাৎ / ৪15 সুতরাং আমরা এমন একটি 
‘মূলদরাশ £ পেলাম যোট 1, ীবভাগে অবস্থান করে কিন্তু [, বিভাগে 
অবস্থান করে ন৷ ৷ অতএব L, হে L ; অর্থাৎ ক্রামিক সম্পর্ক অনুযায়ী 
আমরা বলতে পাঁর 0, < ৫. 


এবার আমরা দেখাবে৷ 0, > 0.7 ধরা যাক, / একাট মূলদরাশ 
এবং ) 6 L। এখন যেহেতু ৫52 R .. 9 €৫এ ৯৯2 ],2 
কারণ আমরা [5 বিভাগে সেই সমস্ত রাশ নেওয়া হয়েছে, যেগুলি ৫৪ 
অপেক্ষা ছোট । যেহেতু R বিভাগে সর্ধানগ্ রাশি নেই, অতএব 
যে কোন একটি মূলদরাশ ধরা যাক, $ = R এবং $ < 09 লওয়া হ'ল । 
যেহেতু ধরা হয়েছে $ 5211২ => $ ৫ 1, কিনু $ €০2-৯$52 1521 
অতএব আমরা দেখতে পাচ্ছি, এমন একটি মূলদরাশি $ পাওয়া যাচ্ছে 
যেটি [_, বিভাগে অবস্থান করছে কিন্তু বিভাগে অবস্থান করছে না। 
সুতরাং উপরেল্লোখত আলোচনার পাঁরপ্রোক্ষতে আমরা সিদ্ধান্ত নিতে পার 
(7874 


(খ) 0. যখন বাস্তব মূলদরাশিঃ যেহেতু & বাস্তব মূলদরাশি ধরা 
হয়েছে সুতরাং এটর প্রাতসঙ্গী যে কোন একি রাশ 0 পাওয়া যাবে, 
যার ফলে ৫-%_ (০, 1২) ৷ সুতরাং [ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ থাকছে 
না কিন্তু R বিভাগে সর্ধানয় রাশ থাকছে । আমাদের প্রমাণ করতে হবে 
৫, < % অর্থাৎ দেখাতে হবে [,, 21], ৷ 

ধরা যাক, যে কোন মূলদরাশি ? 2 ],, তাহলে } € ০ কারণ 
L, বিভাগে সেই সমস্ত রাশিগুলি রাখা হয়েছে যেগুলি 0, অপেক্ষা 
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ছোট ৷ কিন্তু 0, = _ => ? € L. আবার যেহেতু L বিভাগে 

সৰ্বোচ্চরাণি নেই সুতরাং ধরা যাক, যে কোন মূলদরাশ ৫ € L 

এবং এ >> ৫: ৷ যেহেতু 0,  ]২,=> ৫ 2 ২৯৭ (লৰ 

সুতরাং আমরা বলতে পারি [, বিভাগের অন্তর্গত এমন একটি রাশি 

পাওয়া যাবে যোঁট [,, বিভাগে নেই । অতএব 1 2] অৰ্থাৎ 0, < ০. 
এবার আমরা প্রমাণ করবে৷ ৫, > ৫. 


ধরা যাক, মূলদরাশি 1 = ], ৷ যেহেতু ৫৪ = R অতএব [ < ৫5 
কিন্তু আগরা [এ বিভাগে সেই সমন্ত রাশ রেখোঁছ যেগুলি 02 অপেক্ষা 
ছোট অতএব এক্ষেত্রে 1 2 155 অর্থাৎ ], বিভাগের প্রত্যেকাট রাশই 
],, বিভাগের সদস্য । আবার যেহেতু ২ বিভাগে সৰ্বানয় রাশ ৮ আছে 
সেইহেতু & ৫ L এবং & < ৫৪ = ৮ 14 সুতরাং এক্ষেত্রে আমর! 
দেখতে পাচ্ছি], বিভাগে এমন একাট রাশি অবস্থান করছে যোঁট ]; 
{ভাগে নেই অৰ্থাৎ L 2 1],3 => ৫9 > 0. 

আমাদের দেওয়া আছে 0৪ € R. এবং যেহেতু & বাস্তব মূলদরাশ 
ধরা হয়েছে অতএব R বিভাগে সর্বানগ্নরাঁশ নিশ্চয়ই থাকবে ৷ যাঁদ R 
বিভাগে ৫১ সর্বানয় রাশ হয় তাহলে ৫৪ =(L, R)= 0. 

৫৪৮ :০. 


2.15 উপপাত্য 2. দুটি ভিন্ন বাণ্তবরাশর মধ্যে অসীম সংখ্যক 
বাস্তব মূলদরাশ অবস্থান করে । 


প্রমাণ ৪ এই তত্ত্বাট প্রমাণ করতে গেলে আমরা প্রথমে দেখাবো 
দুটি বাপ্তবরাশর মধ্যে অন্তত একটি বাস্তব মূলদরাশি অবস্থান করে। 
ধরা যাক, & এবং দুটি বাস্তবরাশি এবং 0 |) আমাদের সুবিধার্থে 
ধরা যাক ৫ < |}, যেহেতু ৫ এবং ? দুটি বাস্তব রাশ অতএব মূলদরাশর 
বভাগীকরণের মাধ্যমে এ দুটিকে সংজ্ঞা দেওয়া যায় অর্থাৎ ধর৷ যাক, 
«= (২, 1২২) এবং |} (=, [২5)। এখন যেহেতু ৫ < 7 ধরা হয়েছে, 
অতএব ব্রাক সম্পর্ক অনুযায়ী বলা যায় [_, বিভাগের প্রত্যেকাট 
রাশই [এ বিভাগে অবস্থান করে কিন্তু [= বিভাগে এমন অন্তত একাঁট 
রাশ পাওয়া যাবে যোৌট ][,; বিভাগে অবস্থান করবে না। ধর! যাক, 
7 ELE? ৪ 14; => € 0২5; সংজ্ঞানুযায়ী [, বিভাগে সর্বোচ্চ 
রাশ না থাকায় আমরা [১ বিভাগে পছন্দমত এমন দুটি মূলদরাশি $ 
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এবং £ পাব যার ফলে ? < $ < £ হয়। যেহেতু / 2 R, তাহলে 
বলা যেতে পারে $ = 1২745 R, ; এখন মূলদরাশ $-এর প্রাতসঙ্গী 
একাট বাপ্তব মূলদরাশ $ লওয়৷ যাক ৷ যেহেতু 5 বাস্তব মূলদরাশ অতএব 
৪৯৫, R) | এখন ]., বিভাগে যে কোন মূলদরাঁশ £ লওয়া যাক অর্থাৎ 
5175৯ % << $ (যেহেতু 5257২, ) 
৮৫21 দা) 

আবার যেহেতু 7 < $ => ॥ 1] কিন্তু 751২3 => 7৪৫15 

সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছি 1], বিভাগে অন্তত এমন একটি মূলদ- 
রাশি পাওয়া যাচ্ছে যোট [., বিভাগে অবস্থান করে না --- (i) 

(i) এবং (৫1) থেকে বলা যায় ৫ < ; *-* (11) 

আবার ধরা যাক VEL => 9৬. 

বিন্ধ SEL, >yEL, 

TEC Ln (i) 
এখন যেহেতু +5, এবং } > $ => 1 21]: 


=> tL. 
সুতরাং আমরা দেখতে পেলাম যে [এ বিভাগে এমন একটি রাশ 
পাওয়া যাচ্ছে যেটি [ বিভাগে নেই । .... (৮) 


সুতরাং (1৮) এবং (৬) থেকে বলা যায়; < 8 -** (i) 


অতএব (111) এবং (৮?) এর সাহায্যে আমরা "সিদ্ধান্ত দিতে পার 
৫ < 5 < | অৰ্থাৎ বল৷ যায় দুটি ভিন্ন বাণ্তবরাঁণর মধ্যে একটি বাস্তব 
মূলদরাশ অবস্থান করে। উপরেল্লোখত আলোচনার পারপ্রোক্ষতে সিদ্ধান্ত 
নিতে পারা যায় যে দুটি ভিন্ন বান্তবরাশর মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব 
মূলদরাঁশ অবস্থান করে । 


816 উপপান্ভ 8 ঃ দ্বট ভিন্ন বান্তবরাণর মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব 
অমূলদরাশ অবস্থান করে ৷ 


প্রমাণ £ ধরা যাক ৫ এবং 0 দৃঁট (ভিন্ন বাণ্তবরাশ এবং ৫ < ৮ 
আমরা প্রমাণ করবে৷ ৫ এবং 0 'এর মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব অমূলদরাশ 
অবস্থান করে। আগর পূর্বের অনুচ্ছেদে দেখোঁছ যে দুটি ভিন্ন বাস্তব রাশির 
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মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব মূলদরাশ অবস্থান করে । এটির সাহায্য নিয়ে 
আমরা দুটি বাস্তব মৃলদরাশি +, এবং ৪৫ 'কে এমন ভাবে নিতে পার 
যার ফলে ৫ €4%5 < এ < ৮ হয় ৷ 
ধরা যাক 0 একাট বাস্তব অমূলদরাশি । এখন যাদি %, < B 45 
হয় তাহলে আমরা আমাদের তত্র প্রমাণ সঙ্গে সঙ্গে পেয়ে গেলাম । কিন্তু 
যাদ বাস্তব অমূলদরাশাটি %: এবং 45 মধ্যে অবস্থান না করে তাহলে 
এক্ষেত্রে আমরা 9, এবং 92 এমন দুটি ভিন্ন বাস্তব মূলদরাশ নিলাম যার 
ফলে (05-05) বু (৮5-45) এবং 2 < 9 ত্র 15 হয়। 
যেহেতু | *কে বাস্তব অমূলদরাশি ধরা হয়েছে অতএব 1443 _ 95 
বাস্তব অমূলদরাশি 
(94725 -95)-%5৯9 05, 
= ধনাত্মক রাশ 
(যেহেতু 55 < B < 9) 
297 (9 125 bo | বি (5 ৰ 73) 422 9. 
_(45-45)705-02)7+005-0) 
কু (95 গে B) 3 ৫ > 25) নি (95 Tu 9২) 
= ধনাত্মক রাশ 
(যেহেতু 9১১ B এবং %'৭ = 4, > J =) 
অৰ্থাৎ, 4%, 8B + 41723. < He 
আমর! তাহলে দেখলাম 4, এবং 42 ’র মধ্যে B একটি বাস্তব অমূলদ 
রাশি অবস্থান করছে। এবং ৫ < 4, < + ++_}/, < 45 <!0 ৷ 
যেহেতু ৫ এবং & এর মধ্যে "+ এবং 45 পছন্দমত বাস্তব মূলদরাশ নেওয়া 
হয়েছে অতএব আমরা বলতে পারি ৫ এবং & এর মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব 
মূলদরাশ অবস্থান করে এবং এ থেকে বল৷ যায় ৫ এবং ৮ এর মধ্যে অসীম 
সংখ্যক বাস্তব অমূলদরাশি অবস্থান করে। 


2'17 উপপাদ্ভ 4. বান্তবরাশ সম্পর্কে ডেডোকণ্ডের তত্ত্ব 

সমস্ত বান্তব রাশিগ্ীলকে এমনভাবে (_, ) এই দুটি বিভাগে ভাগ 
করা হলে৷ যার ফলে 

(ক) কোন ভাগই লুপ্ত হবে না অর্থাৎ প্রাতাট বিভাগেই কোন না কোন 
রাশ অবস্থান করবে ৷ 
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খে) প্রত্যেকটি বাস্তব রাঁশই হয় [ বিভাগে না হয় 1২ বিভাগে 
অবস্থান করবে ৷ 

(গ) ] বিভাগে অবাদ্থিত যে কোন বান্তব রাশি [২ বিভাগে অবাস্থত 
যে কোন বান্তব রাশ অপেক্ষা ছোট হবে ৷ 

তাহলে উপরেল্লোখত তিনটি সৰ্তের পাঁরপ্রোক্ষিতে আমাদের দেখাতে হবে 

হয় (1) ]+ বিভাগে সর্বোচ্চ বাস্তব রাশ থাকবে এবং সেক্ষেত্রে R 
বিভাগে সৰ্বানয় রাশ থাকবে ন! ৷ 

না হয় (1) টি বিভাগে সর্বনিম্ন বান্তবরাশি থাকবে এবং সেক্ষেত্রে ৰি 
শবভাগে সর্বানয় কোন বান্তব রাশি থাকবে না । 

প্রমাণ 2 উপরেল্লোখত তত্ত্বাট প্রমাণ করতে গেলে নিয়ে বাৰ্ণত দুটি 
তত্ত্বের উক্তি মনে রাখা প্রয়োজন ৷ 

(i) দুটি বাস্তব রাশির মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব মূলদরাশি অবস্থান 
করে। 

(11) যাঁদ ৫= (_, R) একটি বাস্তব রাশ ধরা হয় এবং 0, EL, 
6551২ হয় তাহলে 0, <<! ৫ এবং 0, > 9 হবে ৷ 

এখন আমরা মূল তত্ত্বটি প্রমাণ করবে৷ ৷ প্রকল্প অনুযায়ী [ বিভাগে 
নিশ্চয়ই একটি বাস্তব রাশ ধরা যাক 4 অবস্থান করবে ৷ এখন %’কে 
নিরূপণের জন্য একটি মূলদরাশর বিভাগীকরণ (]/, 7২) চিন্তা করা যাক। 
অৰ্থাৎ ৮= (]/, ]২') তাহলে বিভাগীকরণের 'নয়মানুষায়ী 1 বিভাগে 
নিশ্চয়ই একটি মূলদরাশ থাকবে । ধরা যাক? 2 [/ তাহলে (1) নং 
উক্তির সাহায্যে বলা যায় 7 < 4 কিন্তু যেহেতু %  L>7 5151 
সুতরাং এক্ষেত্রে আমরা এমন একটি বাস্তব মূলদরাশ? পেলাম যেটি 1 বিভাগে 
অবস্থান করে। অনুরূপভাবে আমরা দ্বিতীয় একটি বাস্তব মূলদরাশি $ পাব 
যেটি [২ বিভাগে অবস্থান করবে ৷ ধর! যাক {/} একটি বাস্তব মূলদরাশর 
সংহাঁত (590 যোটি ]+ বিভাগে অবস্থান করে এবং {3} ভিন্ন একটি বাপ্তব 
মূলদরাশর সংহাত যেটি ২. বিভাগে অবস্থান করে । 

ধরা যাক {/} মূলদরাঁশর সংহতির প্রাতিষঙ্গী {/} বাস্তব মূলদরাশির 
সংহতি এবং {$} মূলদরাশর সংহতির প্রাতিবঙ্গী {3} বাস্তব মূলদরাশর 
সংহাত। মনে রাখা প্রয়োজন [7] মূলদরাঁশর সংহতির যে কোন সদস্য {} 
মূলদরাশর সংহাতর যে কোন সদস্য অপেক্ষা ছোট । এখন {/} সংহাতাটর 
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সমস্ত রাশিগুলিকে একটি বিভাগে স্বাভাবিক ক্রম অনুযায়ী সাজিয়ে রাখা যাক | 
এবং এই বিভাগকে [ বিভাগ বলে মনে করা হ’লে৷ ৷ অনুরূপভাবে [5] 
সংহাতাটর সমস্ত বরাশিগুলিকে অন্য একটি বিভাগে স্বাভাবিকক্রুম অনুযায়ী 
সাজানো হোলো । এই নূতন িভাগটিকে R বিভাগ বলে চিহ্নিত করা 
হলো । তাহলে (_, R) একটি মূলদরাশর 1বভাগীকরণ ৷ সুতরাং এই 
বিভাগীকরণ নিশ্চয়ই কোন না কোন বাপ্তব রাশকে নিরূপণ করবে ৷ ধরা 
যাক & বাস্তব রাশিটিকে ([,, ]২) বিভাগ করণের মাধ্যমে নিরূপণ করা হ’লো । 
যেহেতু 0 বাণ্তবরাশ অতএব ৫ হয় [ বিভাগে ন৷ হয় ২ বিভাগে অবস্থান 
করবে । 


প্রথম ঘটনা ৪ ধরা যাক ৫ = 11 তাহলে এক্ষেত্রে আমাদের 
দেখাতে হবে ]+ বিভাগের ই সর্বোচ্চ রাশ (0111019৩1) ৷ ধরা যাক 
সিদ্ধান্তটি ঠিক নয় এবং সম্ভব হলে ], বিভাগে ৫’র থেকে বড় যে কোন 
একটি বান্তবরাশ | নেওয়া হোলো অর্থাৎ ৫ < 8 কিন্তু (1) এর সাহায্যে 
আমরা বলতে পার ৫ এবং 'র মধ্যে অন্তত একটি বাস্তব মূলদরাঁশ অবস্থান 
করবে । ধরা যাক এই বান্তব মূলদরাশটি হচ্ছে 0 যেট 0. এবং ’র মধ্যে 
অবস্থান করছে অর্থাৎ ৫ < ত <<) ৷ যেহেতু € একটি বাস্তব মূলদরাশ 
অতএব 2 = (1০, R,) ধরতে পার এবং [_, বিভাগে সেই সমস্ত মূলদরাশি 
অবস্থান করে যারা % এর চেয়ে ছোট অর্থাৎ [,১-[% : + <*%} ৷ 
R, বিভাগে সেই সমস্ত মূলদরাশ অবস্থান করবে যেগুলি ৬'এর বড় 
অথবা সমান অর্থাৎ [২৬ (৮ : % > 5}. 

এখন যেহেতু ৫ € অতএব], বিভাগে অবস্থিত সমস্ত মূলদরাশি 
]., বিভাগে থাকবে কিন্তু], বিভাগে অন্তত এমন একটি মূলদরাশি পাওয়া 
যাবে যেটি ], বিভাগে থাকবে না। ধরা যাক ॥ 21, কিন্তু % 6 L 
যেহেতু 74৮ L > ER অৰ্থাৎ ॥ 5 টু (}) আবার যেহেতু 
৫ 11.9, % < ০ => < ৪ কিনু 2 2 11-=> 1 2 1] *- ({}) 
সুতরাং (i) এবং (i) এ পরস্পর বিরোধী 'সদ্ধান্তে উপনীত হচ্ছি। 
এই অসম্ভব সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়ার 1পিছনে আমাদের অনুমান ৫ < 9 
দায়ী অর্থাৎ এই অনুমান সত্য নয় অর্থাৎ [ বিভাগে ই সর্বোচ্চ রাঁশ। 


দ্বিতীয় ঘটনা $ অনুরূপ ভাবে আমরা দেখাতে পারবো যাঁদ ৫ 21 
হয় তবে সেক্ষেত্রে ২ বিভাগে ই সৰ্বানয় রাশি। 
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2:18 উপসিদ্ধান্ত 2? উপরেল্লোখত ঘটনার পাঁরপ্রোক্ষতে আমরা একটি 
উপাসদ্ধান্তে আসতে পার ৷ যেহেতু ৫ বাস্তব রাঁশ অতএব ৫ হয় [ ভাগে 
না হয় R বিভাগে অবস্থান করবে এবং কোন মতেই তৃতীয় ঘটনা ঘটবে ন ৷ 
সুতরাং আমর! দেখতে পাচ্ছি সমস্ত বাস্তব রাশিগুলিকে দুটি ভাগে ভাগ কর! 
যায় এবং এরই ফলে একটি 'বভাগীকরণের সৃষ্টি হয়। এই [াবভাগীকরণ 
সর্বদাই একটি অনন্য (01010010) বাণ্তবরাশ ধরা যাক কে নিরূপণ করে 
এবং লক্ষ্য করলে দেখা যাবে & যাঁদ [, বিভাগে থাকে তবে সর্বোচ্চ রাশ 
হবে, আবার এ যাঁদ [_ বিভাগে না থেকে R বিভাগে থাকে তবে সর্বানয় হবে 
কিন্তু অন্য কোন ঘটন৷ ঘটবে না। আবার আমরা যখন ম্লদরাশর 'বভাগী- 
করণ গনয়ে আলোচনা করবে৷ তখন আমরা দেখবো কোন কোন সময় 
], বিভাগে সৰ্বোচ্চ রাঁশ নেই এবং সেই একই সময় R বিভাগে সর্বানয় রাশ 
নেই ৷ এই আলোচনার পাঁরপ্রোক্ষতে আমরা 'সদ্ধান্ত নিতে পার ঃ 
(A) যাদও মূলদরাশর সংহতি ঘন তবুও এর মধ্যে শূন্যতা থাকে 


(3) নু বাস্তব রাশর সংহাঁততে কোন শূন্যতা থাকে না। 


ভভীষ্ন অন্য্যান্স 
গাণিতিক ক্রিয়া (Mathematical operation) 


81 এই অধ্যায়ে আমরা গাণিতিক ক্রিয়ার কতকগুলি বৈশিষ্ট্য নিয়ে 
আলোচনা করবো ৷ প্রথমে আমরা বাস্তব রাশিদ্বয়ের যোগ, বিয়োগাত্মক 
বান্তবরাশ, যোগের 'বানিময় নিয়ম (00111011190150 law), যোগের 
সংযোগ নিয়ম (Associative law), যোগক্ষম অভেদের আন্তিত্ব 
(Existence of additive inverse), যোগের একান্বয়ে নিয়ম 
(Law of monotony for addition) aভাত বৈশচ্টোর কথ। 
আলোচনা করবে৷ ৷ 


$'2 দুটি বাস্তব রাশির যোগ (Sum ০f two real numbers) 


ধরা যাক 05154, R,) এবং B=(L, R:) দুটি বান্তবরাশ। 
আমর! এমন একটি মূলদরাশির বিভাগীকরণ ([_, ]২) গঠন করবো যেট ৫ 
এবং বাস্তব রাশদ্বয়ের যোগফলে উদ্ভূত । এটি দেখাতে গেলে প্রথমে 
দেখানে৷ দরকার [১ বিভাগটি (],, R) মূলদরাশির বিভাগীকরণের দিয় 
বিভাগ ৷ 

ধরা যাক [ বিভাগের সমস্ত মূলদরাশি 1, বিভাগের প্রত্যেকটি মূলদ- . 
রাশির সঙ্গে [,, বিভাগের প্রত্যেকটি মূলদরাশির যোগফলে গাঠত অর্থাৎ 
].={ 5705: 65 EL, 05515) | এখন 

(i) যেহেতু [ও এবং 1২5 িভাগদ্বয়ে কোন না কোন মূলদরাশি অবস্থান 
করে অতএব ধরা যাক 4, ER, এবং 45575 

4515 15 এবং 45:6145 = 4574756৫1. 

অতএব দেখা যাচ্ছে [+ বিভাগে সমস্ত মূলদরাশ অবস্থান করছে না। 

(1) এবার আমরা দেখাবো যে কোন মূলদরাশ [. বিভাগের অন্তর্গত 
যে কোন মূলদরাঁশ অপেক্ষা ছোট হলেও ওঁ], বিভাগেই অবস্থান করবে ৷ 
অৰ্থাৎ ধরা যাক ৫ = 1+ এবং 0 << 9 তাহলে আমরা দেখাবে ৮ 2 1], ৷ 
যেহেতু 0 2 1 তাহলে 1. ভাগের গরঠন-প্রণালী অনুযায়ী আমরা দুটি রাশ 


৪0 বাস্তব সংখ্যা ও সংহতিতত্ত 


a, € L, এবং ৫, 2 [০ পাব যার ফলে ৫৫575 হবে ৷ এখন 
যেহেতু ৮ < ৫ ধরা হয়েছে অতএব ধরা যাক ৮৫-% (4 একটি 
ধনাত্মক মূলদরাশ ) 
05, 47৫০--4- (৫2--4)7 ৫৪ 

এখন যেহেতু ৫, _4 রাঁশটি [, বিভাগে অবাস্থত ৫5 রাশি অপেক্ষা 
ছোট অতএব ০, --% € [, (কারণ আমর! জান যে কোন রাশ কোন 
মূলদরাশর িভাগীকরণের 1নয়াঁবভাগের কোন রাশ অপেক্ষা ছোট হলে এ 
{নগ্ন বিভাগেই অবস্থান করে ) ৷ সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছ ৮ রাঁশটি 
[, বিভাগে অবাস্থিত 0,_ রাঁশর সঙ্গে [2 বিভাগের ৫০ রাশির 
যোগফলে গাঁঠিত । অতএব 02 1 

(7) শেষ পর্যায়ে আমাদের দেখাতে হবে L বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি 
নেই ৷ ধরা যাক ৮ 2 1], একটি সর্বোচ্চ রাশ ৷ যেহেতু ১ = _ অতএব 
আমরা নিশ্চয়ই দুটি বাণ্তব রাশি 45215 এবং ৫2৪ 142 পাব যার 
ফলে ৫-+-৫2-৮ হবে। আবার যেহেতু]. বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই 
অতএব আমরা এমন একটি মূলদরাশ ৫,’এর সন্ধান পাবে৷ যেট [_; বিভাগে 
অবস্থান করে এবং ০, >> 0; | ঠিক অনুরূপভাবে [5 বিভাগে এমন একটি 
মূলদরাশি ০৪ পাওয়া যাবে যেটি ৫৪ অপেক্ষা বড়। 

এখন 6: Ly এবং 652 [৪০৯ ০54052 579 * (ক) 

আবার ৫২ 4+০এ > ৫4৫৪-৮ ---* (খ) 

তাহলে (ক) এবং খে) থেকে দেখতে পাচ্ছি 1- 'বভাগে অবান্থত এমন 
একটি মূলদরাশর সন্ধান পাওয়া যাচ্ছে যোঁট ], বিভাগে অবাস্থত সর্বোচ্চ রাশ 
অপেক্ষাও বড়। অতএব আমরা স্বাবরোধী পিদ্ধান্তে উপস্থিত হাঁচ্ছ। এই 
স্বাবরোধী সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়ার কারণ [, বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ ০ ধরা 
হয়েছে । অতএব এটি ঠিক নয়। অর্থাৎ ]+ বিভাগে সর্বোচ্চ রাশ নেই । 

এতক্ষণ পর্যন্ত যে সব যুঁক্তর অবতারণা করা হ’লে৷ তা থেকে স্পষ্টত 
বোঝ যাচ্ছে ], 'বভাগট একটি নিয় বিভাগ । এখন ] বিভাগে সেই 
সমস্ত মূলদরাশি অবস্থান করবে যেগ্বীল[, বিভাগে নেই ৷ সুতরাং (4, R) 
একটি মূলদরাঁশর বিভাগীকরণ যেটি (5, R,) এবং (5, ]9)’র যোগফলে 
উদ্ভত ৷ 


অতএব আমরা বলতে পার ৫ (,, [২২) এবং B= (L,, ২০) এই 


গাণিতিক ক্রিয়া 31 


দুটি বান্তবরাশির যোগফলে এমন একটি বাপ্তবরাঁশ + = (],, R) গঠন করা 
যাবে যার [ বিভাগটি 1. বিভাগের প্রত্যেকটি রাশির সঙ্গে এ বিভাগের 
প্রত্যেকটি রাশির যোগফলে গঠিত ৷ 


৪৪ বিয়োগাত্মক বাস্তব রাশি (The negative of a real 
number) : 

& একটি বাপ্তবরাশি। আমাদের এমন একটি বাস্তবরাশি গঠন করতে 
হবে যোঁট & বাস্তব রাশর বিয়োগাত্মক হয় অর্থাং__& বাণ্তব রাশ গঠন 
করতে হবে ৷ 

যেহেতু & বাপ্তব রাশ সুতরাং মূলদরাশর ?বভাগীকরণের সাহায্যে এটিকে 
সংজ্ঞ। দেওয়া যেতে পারে অর্থাৎ 0 = (],, R) ধর৷ যাক । এখন আমাদের 
এমন একটি মূলদরাশর 1বভাগীকরণ (],;, 7২২) গঠন করতে হবে যার [এ 
বিভাগে ২ বিভাগের সমস্ত রাশগুলর বিয়োগাত্মক বরাশিগুলি থাকবে কিন্তু 
একমাত্র যাঁদ কোন সৰ্বানয় রাশ [২ বিভাগে থেকে থাকে তার বিয়োগাত্মক 
রাঁশাট].. বিভাগে থাকবে না। অর্থাৎ [,,={- 4% : % 2 R কিন 
এ রাঁশটি R বিভাগের সৰ্বানয় রাশ নয় } ৷ স্বভাবতই [_, বিভাগের 
আন্তত্ব থাকছে এবং [_, বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি থাকছে ন৷ ৷ 

এবার আমাদের দেখাতে হবে যদি কোন রাশি [, বিভাগে অবাস্থিত 
কোন রাশির চেয়ে ছোট হয় তাহলে এ বাশিটি [_, বিভাগেই অবস্থান করবে। 
অৰ্থাৎ ধর যাক ৫ = 1], ; 0) একাঁট মূলদ রাশি এবং ৮ < ৫ ৷ আমাদের 
দেখাতে হবে 0 6 [, 1 যেহেতু = (= ৭)= ৫, অতএব ৫ রাশিটি - 0 
রাঁশাটর বিয়োগাত্মক এবং সেইহেতু = 0৫ 2 R। যেহেতু আমরা ধরেছি 
0 << ৫অতএব => = ৫". = ৮ 2 11ং => = (-৮১)= ৮ 21, 
সুতরাং আমরা দেখতে পেলাম 74 বিভাগে অবস্থিত যে কোন রাশ 
অপেক্ষা ছোট কোন রাশি এ 1, বিভাগেই অবস্থান করে । 

উপরেল্লোখিত ঘটনার পরিপ্রেক্ষিতে আমর! দেখতে পাচ্ছি 

(ক) সমস্ত মূলদরাশিই [_, বিভাগে থাকছে না। 


(খ) 1. বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি নেই । 


(গ) 155 বিভাগে অবস্থিত যে কোন রাশ অপেক্ষা ছোট কোন রাশ 
এ], বিভাগে অবস্থান করে । 
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অতএব ], বিভাগাঁট নিয় বিভাগ এবং ]২, বিভাগে সেই সমস্ত রাশ 
রাখা হয়েছে যেগুলি [,, বিভাগে নেই । অতএব (L;, ]২,) একটি মূলদ- 
রাশির িভাগীকরণ এবং এটি ([_, R) বিভাগীকরণের 1বয়োগাত্মকের ফলে 
উদ্ভুত । তাহলে আমরা --(]., [২) = --0 বলতে পাঁর। ০.» (-, R) 
বান্তবরাশর বিয়োগাত্মক --৫= ([,, [২,) বলা যেতে পারে যাঁদ i Ds 
বিভাগে ]২ বিভাগের যাঁদ কোন সর্বানয় রাশি থাকে সোট ছাড়া অন্যান্য সমপ্ত 
রাশিগুলির বিয়োগাত্মক নিয়ে গাঠত হয়। 


8'4 যোগের বিনিময় নিয়ম (Conmutative law for 
addition) 2 

ধরা যাক ০. এবং ]3 দুটি বান্তবরাশ ৷ অতএব ০৯ (],;, 1২) 
এবং = 05, R=)! তাছাড়া ধরা যাক ০40৯ (৮, 1২) এবং 
04৫04, 0২”) ৷ আমাদের দেখাতে হবে ][/ এবং [” আঁভন্ন। 
মনে রাখা প্রয়োজন [_; বিভাগের প্রত্যেকাট রাশির সঙ্গে [,এ বিভাগের 
প্রত্যেকাট রাশর যোগফলে ]/ বিভাগাট গঠিত হয়েছে । অনুরূপভাবে 


[. বিভাগের প্রত্যেকটি রাশর সঙ্গে [+ বিভাগের প্রত্যেকটি রাঁশর যোগফলে 
[,॥ গঠিত হয়েছে। 


এখন ধর! যাক 07.215 ৫52 1751 


আমরা জান 0, 4709=0970, কিন্তু ০:45 2 ]/ এবং 
0৫,40, 2 L" অতএব ৫+| = 770; 


8'5 যোগের সংযোগ নিয়ম (Associative law for addition) 
৫, 8 এবং % [তিনটি বান্তবরাশি । তাহলে প্রমাণ করতে হবে 
u+(B+Y)=(0+B)+Y 
ধরা যাক ৫ = (],, R,), B=(Ls, Rs), Y = (Ls Rs) 
৫.+ (4 +) = (]/, 7২1) এবং (0+ B)+ Y= (4, RY) 
আমরা দেখাবো], এবং " আভন্ন । 


মনে রাখ প্রয়োজন, প্রথমে [,, বিভাগের প্রত্যেকটি রাশির সঙ্গে 5 
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বিভাগের প্রত্যেকটি রাশির সঙ্গে যোগ করলে]. বিভাগটি গঠিত হয় অর্থাৎ 
1৫34 (0294-09) £ ৫ 2 755, 052 1742 এবং ৫, EL} 


অনুরূপ ভাবে [_, বিভাগের প্রত্যেকটি রাশির সঙ্গে, বিভাগের প্রত্যেকটি 
রাশ যোগ কর! হয় এবং তারপর এ যোগফল 1.5 বিভাগের প্রত্যেকটি রাশির 
সঙ্গে যোগ করলে], বিভাগটি গঠিত হয় । অর্থাৎ 


]./={(0,4-09)"-09 : 0, 211.4, 02 2 [2 এবং 0৪ = Ls} 
এখন যেহেতু 0, 2 1.,,09 2 142 এবং ৫৪ 6 L, ৷ অতএব মূলদরাশির 
সংযোগ নিয়ম অনুযায়ী আমরা বলতে পার 

৫২ 41 (৫2 4709) ৯ (৫4 Fas) tds 
বনত 0, 4" (024-098) 2 ]/ এবং (a, + 09+ 08 EL" 
অতএব 1 এবং ]// অভিন্ন । 
অৰ্থাৎ ০+(}++)=(৫+[)-++ 


8'6 যোগন্ষম অভেদের অস্তিত্ব (Existence of additive 
inverse) 2 

৫ একটি বান্তবরাশ । আমরা দেখাবো ০4040 1 ধরা যাক 
0. (1, 7২) সুতরাং ২’ বিভাগে 0 রাশিটিই নিয়রাশি এবং 1“ বিভাগে 
সমস্ত ধণাত্মক রাশিগুলি অবস্থান করে । 


ধরা যাক = (],,, [২,) এবং ৫4-0 = (],, R) । সুতরাং স্পষ্টই 
‘দেখা যাচ্ছে [,, বিভাগের প্রত্যেকটি রাশির সঙ্গে 1 বিভাগের খণাত্মক 
রাশর যোগফলে [ বিভাগটি গঠিত হয়েছে । এখন আমাদের দেখাতে হবে 
L, এবং], বিভাগ দুটি অভিন্ন অর্থাৎ [+ বিভাগে অবস্থিত রাশিগ্বাল ].. 
বিভাগে অবস্থান করবে এবং বিপরীতন্রমে ].; বিভাগে অবদ্থিত রাশগুলা, 


{বিভাগে অবস্থান করবে । দেখা যাক আমরা এই বক্তব্যটিকে প্রমাণ করতে 
পার কি না। 


ধরা যাক ৮1. সুতরাং [4২ বিভাগের যে কোন রাশ মনে করা যাক 

£ এর সঙ্গে 1 বিভাগের ঝণাত্মক রাশ _4কে যোগ করার ফলে ৮ 
এ অৰ্থাৎ ৮৯৫।--% এবং তাহলে ১৯৫,৪4৫, 
=> 027], (কারণ আমরা জানি নিয় বিভাগে অবান্থত যে কোন রা 


৪ 
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অপেক্ষা কোন রাশি ছোট হলে এ নিম্ন বিভাগেই অবস্থান করবে ) ৷ অতএব 
আমরা দেখতে পেলাম যে কোন রাশ LEL => ৮21.2 


এবার আমরা দেখাবো যাঁদ কোন রাশি ধরা যাক ৫, 61, হলে 
0, 21]. হবে ৷ এখন যেহেতু [,, বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি নেই অতএব 
0, 4- একটি রাশ [, "বিভাগে নেওয়া যেতে পারে । মনে রাখা প্রয়োজন 
এখানে ?>0। অতএব বল৷ যেতে পারে [, বিভাগে অবাস্ছিত ৫, + 
রাশির সঙ্গে [/ বিভাগে অবস্থিত (- ) রাশির - যোগফলে এ, রাশিটি 
গঠিত হয়েছে । সুতরাং [ বিভাগের সংজ্ঞানুযায়ী বল৷ যেতে পারে 
0, 2]. অৰ্থাৎ 0, EL, => a, EL. 


সুতরাং উপরেল্লোখত আলোচনার পারপ্রোক্ষতে বলা যায় 0, = ];; => 60, EL. 


ই" যোগন্ষম বিপরীতের অস্তিত্ব (Existence of additive 
inver5€) যাঁদ ০ একটি বাস্তব রাশি হয় তাহলে আমাদের দেখাতে হবে 
০+(0-০9)-০ 


প্রমাণ ৪ যেহেতু ৫ একাট বাপ্তবরাঁশ অতএব মূলদরাশর ?বভাগীকরণের 
সাহায্যে বলা যেতে পারে ৫ (]5+,]২,), ০৯ (52,1২৯) এবং 
«+ (--0) = (11২) । আমাদের দেখাতে হবে [২ বিভাগে ‘0’ সর্বানয় 
রাশ । 

আমরা জান [_, বিভাগের প্রত্যেকটি রাশর সঙ্গে ২, বিভাগে অবস্থিত 
ধনাত্মক রাশিগুলির বিয়োগাত্মক মান নিয়ে যে রাশিগুলি গঠিত হয় তাদের 
যোগফলে [ বিভাগটি গঠিত হয় ( একমাত্র [২ বিভাগের সর্ধানয় রাশির 
বিয়োগাত্মক মান এখানে আমরা নেবো ন!) ৷ ব্যাপারটি একটু বাঁঝয়ে বল৷ 
দরকার। ধরা যাক ৮ 21], এবং )(>>0) 21], ( সর্বানয় নহে ) তাহলে 
[ বিভাগটি ৮4-(--9) অৰ্থাৎ ৫-9) জাতীয় রাশ নিয়ে গঠিত । সুতরাং 
বলা যেতে পারে [, বিভাগের প্রত্যেকটি রাঁশই ঝণাত্মক ৷ এবার আমরা 
দেখাবো প্রত্যেকটি ঝণাত্মক মূলদরাশি [ বিভাগে অবস্থান করে। ধরা যাক 
% একটি খণাত্মক মূলদরাশ। তাহলে আমরা এমন দুটি রাশ 515, 
921২, পাব যার ফলে %--- -- হবে, অথবা 4%+(-9)-% 
=> 21., ৷ উপরেল্লোখত আলোচনার পারপ্রোক্ষতে আমরা বলতে পাঁর 
]২ বিভাগে 0’ই সর্বানয় রাশ । অৰ্থাৎ ৫7+(-)-ট 
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8'8 যোগ প্রক্রিয়ায় একান্বয়ে নিয়ম (aw 01 monotony for 
addition) 0, B এবং Y তিনটি বাস্তব রাশি এবং ৫ > হলে প্রমাণ 
করতে হবে ৫৭4 + > B+! 

প্রমাণ 2 যেহেতু ৫, | এবং % তিনটি বাস্তবরাশি অতএব মূলদরাশির 
ৰবভাগীকরণের সাহায্যে এই রাঁশগুঁলকে সংজ্ঞায়ত করা যায়। ধরা বাক 
০৯ (],,, R,), = (05 1২০) এবং += (L,, Rs) | তাছাড়া ধর! 
যাক ৫ 4-৭ = (]/,1২/) এবং B+ + = (][/', RY) ৷ এখন a+ + > B+Y 
দেখাতে হলে আমাদের প্রমাণ করতে হবে ][// বিভাগের সমস্ত রাশই ]/ 
বিভাগে অবস্থান করবে ‘কিন্তু [/ বিভাগে অন্ততঃ এমন একটি রাশি থাকবে 
যোঁট ]. বিভাগে থাকবে না ৷ 

যেহেতু ৫+ = (]/, ]২/) সুতরাং বল৷ যেতে পারে 143 বিভাগের 
প্রত্যেকটি রাঁশর সঙ্গে [/$ বিভাগের প্রত্যেকাট রাশর যোগফলে ]/ গিভাগাঁট 
গঠিত হয়েছে অর্থাৎ [/= {+ ; +% 14,, 95155) ৷ অনুরূপ ভাবে 
বলা যায় [,, বিভাগের প্রত্যেকাট রাশির সঙ্গে [৪ বিভাগের প্রত্যেকটি 
রাশর যোগফলে 1] বিভাগাট গঠিত ৷ অর্থাৎ [41৫46 : 05155, 
DEL}! 

যেহেতু ৫ > 1, অতএব ধরা যাক ৫, 21, কিনু 0, % 5 তাহলে 
0,21২, ৷ তাছাড়া আমরা মনে কাঁর 0,61; এবং 0," > ৫এ+ মনে 
করা যাক 0,/-- 0,=০ (6 একটি আঁত ক্ষুদ্র ধনাত্মক রাশ )। আমরা 
জান 6 'এর প্রতিষঙ্গী এরূপ দুটি রাঁশ 05 15 এবং ১৪ 21২১ পাওয়া 
যায়, যার ফলে 09-- 08 = € হবে ৷ 


এখন ৫141৫5৫4405 _ 6 == 0%7709 
কিন্তু 0,/+ ৫, 21] আবার 0, +0, ER" +b; ZL" 


অর্থাৎ আমরা দেখতে পেলাম 7 বিভাগে অন্ততঃ এমন একটি রাশ 
পাওয়া যাচ্ছে যোঁট ]./ বিভাগে অবস্থান করে ন৷ ৷ এই আলোচনার 
পরিপ্রোক্ষতে আমরা বলতে পারি ৫+-% > B+. 


8'9 বিভাগীকরণের একটি বৈশিষ্ট্য 8 যে কোন মূলদ রাশ k > 1 
এবং একটি ধনাত্মক বাস্তব রাশি ([,,1২) "এর প্রাতষঙ্গী এমন দ্রাট ধনাত্মক 
রাশ 4214, 951২ পাওয়া যাবে যার ফলে 11/:-% হবে ৷ 


86 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাততনত্ব 


প্রমাণ £ ইচ্ছামত দুটি ধনাত্মক রাশ 0 21, ৮ 21 নেওয়া হোলো, 
এবং যেহেতু 7১] .. ৮174৫ (৫১ 0) ধরা হোলো । তাহলে 
আমরা এমন একটি ধনাত্মক পূর্ণ রাশ % পাবো যার ফলে 7৫৫ > ৮-৫ 
হবে অৰ্থাৎ 0000 +1) >, ৮ হবে । এখন আমরা a, ak, 02%," """** ak", 
রাশমালার একাঁট সংহাঁত কল্পনা কার ৷ যেহেতু ৫/৮*-৫(1 + 0)" > 
৫ (1+nd) > b> 0" 1২ এবার রাশগুলি এমন ভাবে সাজানে৷ 
হোলো যার ফলে এ’ 21], এবং 0'"* ER হয়। সুতরাং আমরা যাঁদ 
4017 এবং 9012” ধার তাহলে 9/%-1% হবে অর্থাৎ এক্ষেত্রে 
প্রদত্ত বৈশিষ্ট্যাট প্রমাণিত হোলো ৷ 


3:10 দুটি ধনাত্মক বাস্তব রাশির গুণফল (The product of two 
positive real numbers)! 


ধরা যাক ০ =(L,,R,) এবং 00% = (]-%']ং2) দুটি ধনাত্মক বাস্তব 
রাশ । আমরা এমন একাঁট মূলদ রাশির বিভাগীকরণ (],, R) গঠন করবে৷ 
যোট:৫ এবং 00৪ বাস্তব রাশিদ্বয়ের গুণফলে উদ্ভূত ৷ 


এখন (i) সমন্ত খণাত্মক মূলদরাশি, (1) মৃলদরাশ শূন্য, (18) ]., 
বিভাগের ধনাত্মক রাশি এবং [5 বিভাগের ধনাত্মক রাশির গুণফলে উদ্ভূত 
ধনাত্মক রাশগুলি নিয়ে ]+ বিভাগাঁট গঠন করা হোলো । তাছাড়া অন্য 
সমস্ত রাশিগ্ীল নিয়ে 1২ বিভাগাঁট গঠন করা হোলো। স্পন্টই দেখা যাচ্ছে 
], বিভাগাটর অস্তিত্ব রয়েছে এবং সমস্ত মুলদরাশই ][, বিভাগে অবস্থান 
করছে না। 


ধরা যাক 1% একটি ধনাত্মক মূলদরাশি যোট [ বিভাগে অবাস্থিত অন্য 
একটি মূলদরাশ /'এর চেয়ে ছোট ৷ অর্থাৎ 1% << /} এবং 72], ; আমরা 
দেখাবো 1514 ধরা যাক 7}, 21, এবং 7149 21.2 এবং এই দ্রাট রাশর 
গুণফলে 1 গাঠত হয়েছে । অৰ্থাৎ 7; 775 তাছাড়া ; ধরা যাক 1/7 = 47 
তাহলে নিশ্চয়ই 0 < 4 < ] এবং 1,173 (৫15715)47-775001%) 
এখন ॥,% < 1, => 12% 21], (কারণ আমরা জান নিয় বিভাগে 
অবাস্থিত কোন রাশি অপেক্ষা ছোট রাশ এ নিম্ন বিভাগে অবস্থান করে ) 
সুতরাং আমর! দেখতে পাচ্ছ 7 রাশাট[,। বিভাগন্থ একটি রাশ 18, এবং 
[এ বিভাগন্থ একটি রাশি 11,4 এর গুণফছে উদ্ভুত রাঁণ। অতএব 25141 
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আবার যেহেতু [,, বিভাগে এবং [5 বিভাগে সর্বোচ্চ রাশি নেই অতএব 1 
বিভাগেও সর্বোচ্চ রাশ নেই ৷ সুতরাং [_ বিভাগাট (1২) মূলদরাশির _ 
দবভাগীকরণের নিম্ন বিভাগ । উপরেল্লোখত আলোচনার পাঁরপ্রোক্ষতে আমর! 
বলতে পারি ([,R) বভাগীকরণটি (55,1২5) এবং (5,1২2) 
[বভাগীকরণদয়ের গৃণফলে উদ্ভুত ৷ অর্থাৎ 

(২) 05,1২২). 055,1২০) = 0,02 এবং মাঝের বিন্দাট উঠিয়ে 
দিয়ে লিখলে দাড়ায় ৷ 

(7২) হি (২ )২)(]521২ 2) = 009 


3'11 গুণক্ষম অভেদের অস্তিত্ব (Existence of multiplica- 
tive identity) 
& শূন্যহীন একটি বাস্তব রাশ । তাহলে প্রমাণ করা যায় .] =০ 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক ৫= (];,,1২,), 1 = (LR), 0] = (LR) 
স্পণ্টতঃ এখানে দেখা যাচ্ছে ০. বিভাগে 1’ই সর্বানয় রাশি, সুতরাং 
L, বিভাগে সেই সমস্ত মূলদরাশি আছে যাদের প্রত্যেকটি এক থেকে ছোট ৷ 


যেহেতু & শূন্য নয় অতএব (ক) & ধনাত্মক রাশি হতে পারে অথবা (খ) 
0. ঝণাত্মক রাশ হতে পারে | 


(ক) & যখন ধনাত্মক রাশি । 

এখন ০.7-& প্রমাণ করতে গেলে আমরা দেখাবো, এবং 1 
আঁভন্ন। আভন্ন সম্পর্কটি প্রমাণ করতে গেলে আমর! দেখাবো 
(i) LL, অর্থাৎ], বিভাগের প্রত্যেকটি সদস্যই 1... বিভাগে আছে । 
(7) 15. 21], অৰ্থাৎ [, বিভাগের প্রত্যেকাঁট সদস্যই [বিভাগে আছে । 


(i) ধরা যাক ],, বিভাগে ৫, একটি ধনাত্মক রাশি এবং 05 EL, 
তাহলে 1 বভাগাটর গঠন প্রণালী থেকে স্পন্টই বল৷ যায় 0,০৭০]. 
এখন 0309 < 0,.1=0, কিব্রু আমরা জান ৫514 অতএব 
0451৫ (যেহেতু আমরা জানি যে কোন মূলদরাঁশ নয় বিভাগস্থ যে 
কোন রাশ অপেক্ষা ছোট হলে এ নিয় বিভাগেই অবস্থান করবে ), 
এই আলোচনা থেকে বলা যায় ৫:৫5 €L => 0,0,2],, অর্থাৎ 
15011 
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(ii) ধরা যাক ৫, একটি ধনাত্মক রাশ যেটি [.. বিভাগে আছে। 
যেহেতু [., বিভাগটি (,,R,) ম্লদরাশর বিভাগীকরণের নিয় বিভাগ 
সুতরাং নিয় বিভাগের গঠন প্রণালী থেকে বলা যায় 1, বিভাগে অন্তত 
পক্ষে এমন একটি রাশ ৫০ পাওয়া যেতে পারে যেটি 0, অপেক্ষা বড় অর্থাৎ 


0,21],, এবং ৫ > ৫, স৯ ৫ হা, ঢ় EL, 
2 2 


এখন 0, == ৫৪. (৫:/৫2) 
সুতরাং দেখা যাচ্ছে 0, রাঁশটি [., ভাগের সদস্য ৫৪ এবং 142 
বিভাগের সদস্য ৫:/৫০ ’র গুণফলে উদ্ভূত এবং এথেকে আমরা সহজেই 
বলতে পার 0, 1], অর্থাৎ [,£ 01. এখন (1) এবং (31) ক্ষেত্র দুটি 
থেকে বলতে পার], এবং ][, অভিন্ন অর্থাৎ ০.1 = ৫. 
(খ) যখন ৫, ঝণাত্মক বাণ্তবরাশ 
0 খণাত্মক বাণ্তবরাঁশ হেতু - ৫ ধনাত্মক 
অর্থাৎ (_ ৫).1 = (--0) [ (ক) 'এর প্রমাণের মতো ]. 
এখন ৫.1 = = [ (4 0). ] 
_--(-6) 
14৮4 
18 গুণনক্ষম বিপরীতের অস্তিত্ব ( Existence ০1 10001610011 
08106 inverse of a non-zero real number). 
ধরা যাক, ৫ একাট ধনাত্মক বান্তবরাশ 
এবং ২৯ (14,1২3) তাছাড়া | = (4, 1২) 


এবং L={%:4 < 0বা ৮৯1/, 951২২ কিন্তু ) কখনই 
[২৭ বিভাগের সৰ্বানয় রাশ নয় } 


আমাদের প্রমাণ করতে হবে ৫, =] 
ধরা যাক, ৫. = (]/,]২/), তাছাড়া ধর! যাক ধনাত্মক রাশ %৮, EL 
এবং ধনাত্মকরাশ 14; সুতরাং ][/ এর গঠন প্রণালী থেকে স্পন্টই 


bt 
বল৷ যায় [/ এর ধনাত্মক সদস্যগুলি 4',/), জাতীয় হবে । আবার 
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9, 1২, => 1, > ৮১৯ < ] অর্থাৎ এথেকে আমরা বলতে 


পার] এর প্রত্যেকটি সদস্যই এক থেকে ছোট ৷ 
আবার ধরা যাক % যে কোন একট ধনাত্মক মূলদ রাশ এবং একের চেয়ে 
ছোট । তাহলে নিশ্চয়ই আমরা এমন দুটি ধনাত্মক রাশ 45514,, 


2 1]২3 পাব যার ফলে 4৪ = হবে ৷ যেহেতু k=l) 
এ 09 


সুতরাং আমর! বলতে পাঁর একের চেয়ে ছোট প্রত্যেকাট মূলদরাঁশ [4 
বিভাগে অবস্থান করবে ৷ অর্থাৎ ]/={% : 4 << 1} এবং [২/এ সৰ্বানয় 
রাশ এক অবস্থান করে ৷ অতএব (]/,]২') = ]ু অর্থাৎ ৫.৪=]. 


৫; খণাত্মক রাশ হলে - ০ ধনাত্মক রাশ ৷ তাহলে আমরা এমন একাঁট 
ধনাত্মক রাশ % পাব যার ফলে (--0). =] হবে ৷ যেহেতু ৫ এবং (71) 
উভয়েই ধণাত্মক রাঁশ অতএব ৫(--+)= (= 0৭ =] 

_:% এক্ষেত্রে এ বাস্তবরাশাটির গৃণক্ষম বিপরীত । এখন আমর! 
গুণনক্ষম বিপরীতের আঁদ্বতীয়ত্ব প্রমাণ করবে৷ ৷ ধরা যাক B এবং + রাশদ্বয় 
৫ রাঁশটির দুটি গুণনক্ষম বিপরীত রাশ এবং এরা শূন্য নয়। তাহলে 


০:66 =] = ০০৭ 
এখন (9০)/- (৫})+ = 11 = +. 
এবং (0)*=/(৫%) = 01 =}, 
অতএব B=". 

8'18 গুণন ক্ৰিয়ায় একান্বয়ে নিয়ম (Monotony Law) 
ধরা যাক 0, এবং % তিনাট ধনাত্মক বান্তবরাশ এবং ৫ < 7 
প্রমাণ করতে হবে ৫% < BY 

প্রমাণঃ ধরা যাক ৫, এবং % তিনাট ধনাত্মক বাস্তব রাশ অতএব 

এগাঁনকে মূলদরাশর বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা যায়। 
ধরা যাক ০৯ ([.*[২*), 9৯ (41২) এবং Y= (4১০২৭) 
তাছাড়। ৫% = (55,1২5), += (042,1২2) 
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এখানে [* বিভাগের প্রত্যেকাট রাঁশর সঙ্গে ],* বিভাগের গত্যেকাটি 
রাশির গুণফলে [, বিভাগ গঠিত হয়েছে এবং [* বিভাগের €ত্যেকটি 
রাশির সঙ্গে [,* বিভাগের প্রত্যেকটি রাঁশর গুণফলে ],, বিভাগাঁট গঠিত 
হয়েছে ৷ স্বভাবতই [, এবং 1.2 বিভাগে সমস্ত ধণাত্মক মূলদরাশ এবং 
মূলদরাঁশ শূন্য (0) অবস্থান করে । আমরা দেখাবো [প্‌] ;। 


যেহেতু ৫ < B => [0755 অতএব ][,, 21, 


এবার দেখাবো [, বিভাগে এমন একটি রাশ অবস্থান করে যোট ]‘, 
বিভাগে অবস্থান করে না ৷ 

ধরা যাক [* বিভাগে ৫০ ধনাত্মক রাশিটি অবস্থান করে কিন্তু এটি 
1% বিভাগে অবস্থান করে ন৷ ৷ নিয় বিভাগের সংজ্ঞানুযায়ী আমরা বলতে 
পার [42 1বিভাগে কোন সর্বোচ্চ রাঁশ নেই এবং সেইহেতু ],হ বিভাগে, 
আমর৷ দ্বিতীয় একট ধনাত্মক রাশ ৫০! >> 0, নিতে পার । তাহলে দেখা 
যাচ্ছে ৫2 এবং ৫ উভয়েই R, বিভাগে অবস্থান করে। ধরা যাক 
৫ alas= be, তাহলে k > 1. 


1," এবং ]২* বিভাগে দুটি ধনাত্মক রাশ ৫, এবং 6, পাওয়া, যাবে 
যার ফলে 03/09 = 0 হবে । 

এখন ৫৪? ৫৪ = ০৫৩ = 0909 

যেহেতু ৫০' রাশিট [বিভাগের ধনাত্মক রাশ এবং ৫, রাঁণটি ],* 
বিভাগের ধনাত্মক রাশি অতএব ৫51৫৪ অথবা ৫১ bs রাশাটি L, বিভাগে 
অবস্থান করবে। আবার 0, ER: এবং 0, ER: অতএব ৫৪ b, 20২, 
=> ৫৪0 ৪1» অতএব L, বিভাগটি [, বিভাগাঁটর একটি যথাৰ্থ 
(01091) অংশ । এ থেকে আমর! বলতে পার AY < BY. 


আবার 0; এবং |} উভয়ে খণাত্মক বান্তব রাশি হলে = ৫, 8 ধনাত্মক 
বাস্তব রাশ হবে ৷ 


এখন যেহেতু ৫ < => = ৫ >> =, বা, =9 < =৮. 
লক 4২.363 
*-".(=6%) >> (= 07) 
1, By > oY. 
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যাঁদ ৫ ঝণাত্মক বাস্তবরাশি হয় এবং |} ধনাত্মক বানস্তবরাশ হয় তাহলে 
07 খণাত্মক বাস্তব রাশ এবং 8? ধনাত্মক বাস্তব রাশি হবে ( মনে রাখা 
প্রয়োজন যে এখানে % একাঁট ধনাত্মক বাস্তব রাশি ). তাহলে সহজেই বলা 
যায় ৫? < BY? ; যাঁদ ৫৫9 হয় এবং + ঝণাত্মক বাস্তব রাশি হয় তাহলে 
০.% > BY, হবে ৷ 


% খাণাত্মক বাস্তব রাশ => _ 7 ধনাত্মক রাশ । 
এখন (=) < (=) 
বা, _-(৫%) <= (BY) 
বা, = [= (৫%)] >= -1-091)] 
-_ অৰ্থাৎ %% > BY. 


8'14 বিতরক নিয়ম (Distributive law) : 
যাঁদ ৫, 0 এবং % তিনাঁট বাস্তব রাশি হয় তাহলে প্রমাণ করতে হবে 
Q(B + Y) = of + ay. 


প্রমাণ ৪ গুণনের ক্ষেত্রে বিতরক নিয়ম দেখাতে গেলে আমরা চারটি 
ঘটনার সম্মুখীন হবো । (ক) ৫, এবং % প্রত্যেকটি ধনাত্মক বাস্তব রাশি 
হতে পারে ৷ (খ) & এবং) দুটিই ধনাত্মক বাস্তব রাশি কিন্তু / খণাত্মক বাস্তব 
রাশ হতে পারে ৷ (গ) ৫ ধনাত্মক বাপ্তর রাশি কিন্তু 0 এবং % উভয়েই খণাত্মক 
বাস্তব রাশ হতে পারে ৷ (ঘ) ৫ খণাত্মক বাস্তব রাশ কিনু ঠি এবং % বাস্তব 
রাশদয় ধনাত্মক বা খণাত্মক হতে পারে । 

ধরা যাক ৫. (LR), B= (155,1২০) এবং Y ৯ (]4 8,1২৯) 

তাছাড়া ধরা যাক (8 +7) = (1২), 08 + ay =(L',R') 

(ক) ৪০, | এবং ? প্রত্যেকটি ধনাত্মক বাস্তব রাশ হলে [, এবং [/ 
বিভাগ দু৷টিতে সমস্ত খণাত্মক মূলদরাশি এবং শূন্য অবস্থান করবে তাছাড়া 
50৮5 4-45) জাতীয় ধনাত্মক রাশি [, বিভাগে থাকবে এবং 545 470,149 
জাতীয় ধনাত্মক রাশ [. বিভাগে থাকবে । তবে মনে রাখা প্রয়োজন যে 
5, 28" EL,, +, L,, 451০5 এবং এদের প্রত্যেকাট ধনাত্মক বান্তব 
রাঁশ। যেহেতু 4/,054-45)-%545 4455 অতএব 4, ৯%5 ধরলে 
আমরা সহজেই বলতে পার ],21/---*-(1) 
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]/ বিভাগের যে কোন সদস্য ধরা যাক 47722 42545. 14 বিভাগের 
সদস্য হবে যাঁদ , = 45 ধরা যায়! 

ধরা যাক 4, > +, তাহলে এ, > 45/-৯ %5/%5 <1 

#45 ==%,{(%,'[%৮3)+9} = £9 ( ধরা যাক). 

তাহলে 451 (৮,'//৮,)/8 < ].%১= এ 

অৰ্থাৎ +, EL,. 

আবার 42+ 4, Hs = Vibe 4249 = 25068754750) 

অৰ্থাৎ Le L.--...-. (2) 


এখন (1) এবং (2) ’এর সাহায্যে বলা যায় [,-] এবং এই 
আলোচনার পাঁরপ্রোক্ষতে বল৷ যায় 


«(B+ Y)= ০৫ + oY. 


(খ) যখন ৭ এবং | উভয়েই ধনাত্মক বাস্তব রাশ কিন্তু % ঝণাত্মক 
বাস্তব রাশ । 


এক্ষেত্ৰে তিনটি সম্ভাবন৷ দেখা যায়, 
(1) ++=০ অৰ্থাৎ B= =-+ 
তাহলে (8+ 7)=0.0=0 
এবং B+ oY =0B + a(— }) = ৫ -- 0 = 0 
ত, ০(০++)=০/40 
(1) | ++ > 0 তাহলে 
৫ = ৫(} + 0) = ofp +" [1 + (- ))]} 
= ০ +") +-(- +)} 
= (B+) +" ৫(-- /) 
*, ৫(}7+-+) = 0/}/-- (7) [ যেহেতু B+? > 0 এবং--+ > 0] 
= ০4-04 
(1) B+? < 0 তাহলে -(3+%)১ 0 
বা (-0)+(-%৯০0 
আমরা দেখতে পাচ্ছি 
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৫((--})+(-=+)} =০৫(--})+ ৫(-)) ১18) থেকে এ 
অতএব ৭(8+Y)= = [-(B+ WY 
= = %(=})+ ৫(--+)} 
= = ৫(= })+ (= ৫)(_+) 
= ০৪700 
(গ) ৫ ধনাত্মক বাস্তব রাশ কিনু এবং + ঝণাত্মক বাস্তব রাশ 
তাহলে ৫.()+%)--10[-087)]) 
= —(—0B— ov) 
= 0970 
(ঘ) ৫ খণাত্মক বাস্তব রাশ কিন্তু ঠি এবং 1 যে কোন ধরণের বাজৰ 
রাশ ( এক্ষেত্রে ধণাত্মক বাস্তব রাশির কথাই বলা হয়েছে ) এখন 
৫(+ +) = = {(- (B+ VY) 
= -{(= 0) + (= 0))} 
--(59)0-(-)% 
00370 
উপরেল্লোখত আলোচনা থেকে স্পন্টই বলা যায় 
(B+ Y)= 0070. 


3'15 গুণনের বিনিময় নিয়ম (Commutative law) ৪ 
৫ এবং 8 দু'টি বাস্তব রাশ তাহলে প্রমাণ করতে হবে 01) Bo. 
প্রমাণ ঃ এটি প্রমাণ করতে গেলে আমরা চারটি ঘটনার সম্মুখীন হবে৷ ৷ 
(ক) ৫ এবং |} উভয়েই ধনাত্মক রাশি ৷ 
ধরা যাক ৫ (,, 7২5) B= (Ls, Rs) এবং of = (]-, R) 
তাহলে [১1:40 বা হর 9 <, = 1 
০ 5 Ls} 
আবার ধরা যাক B= (]4, R') তাহলে . 
45012 এ 0 4, 0 <! 4, 21.,, 0 44555 
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কিন্তু যেহেতু 45:৮5 ৯4২2 
অতএব ][,=1][,/=>০0{/ = peo. 
(খ) ০ ধনাত্মক বাস্তব রাশি কিন্তু 8 ঝণাত্মক বাস্তব রাশি, 
যেহেতু B খাণাত্মক অতএব -- ধনাত্মক বাস্তব রাশি ৷ 
এখন ৫৪= = [৫(-)] 
ELE B)ol 
= Bo. 
(গ) ০ ধণাত্মক কিন্তু 8 ধনাত্মক বাস্তব রাশ 
এখানে 08 = = [(-0)8] 
= 1106-০0] 
= Bo. 
(ঘ) ০ এবং উভয়েই খণাত্মক বাস্তব রাশ । 
৫ =(— a)(—B) 
=(-))(-৫) 
= Bo. 
উপরে আলোচিত ঘটনাসমূহের ফলাফল থেকে আমরা বলতে পার" 
.B = Ba. 
816 গুণনের সংযোগ নিয়ম (Associative law) 
৫, |) এবং তিনটি বাণ্তব রাশ । তাহলে প্রমাণ করতে হবে 
৫.(9.1) =(a.B).Y. 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক এ=(L,,R,), B=(L,, ২) এবং 
Y= (045, R,) তাছাড়া ধরা যাক ৫.(8.%)₹ (],, R) 
এখানে [,-(%:4 <0 বা Z=4,.(%.4s).; O< 4, EL; 
0455 175 এবং 0 %5:217০ 
৮: 20. বা (45045 OR TET 


0 4512 155 এবং 0 45:57] 
= ],/ 
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এখানে] হচ্ছে (0.8). = (4, R') বিভাগীকরণের নিয় বিভাগ 

অতএব আমরা দেখতে পাচ্ছি, এবং 1, অভিন্ন ৷ 

সুতরাং .(8,Y)= (0.8).Y. 
উপসিদ্ধান্ত 1 ধরা যাক 0; ধনাত্মক রাশ কিন্তু  খণাত্মক রাশি তাহলে 
এক্ষেত্রে = ধনাত্মক ৷ 

সুতরাং ০. [৫ (-)] 
উপসিদ্ধান্ত 2 ধরা যাক 8 ধনাত্মক রাশ কিনু 0 খণাত্মক রাশ এক্ষেত্রে 
--& ধনাত্মক রাশ ৷ 

অতএব ০.9 = [(-0) 9] 
উপজিদ্ধান্ত 8 ধরা যাক ৫ এবং | উভয়েই ঝণাত্মক রাশি ॥ এক্ষেত্রে 
-- 0, এবং - উভয়েই ধনাত্মক রাশ । 

অতএব ০.1-(-)(-1) 


উপসিদ্ধান্ত 4 হয় ৫50 অথবা | 0 অথবা, 0 এবং |) উভয়েই শূন্য ৷ 
সংজ্ঞানুযায়ী বলা যায় ৫ 0-0 ৷ 


3'17 তত্ত্ব 2 2 যদি ৫ এবং ঢ দুটি মূলদরাশি হয় তাহলে 
(1) ০ < % হ'লে ত < হবে 
(i) ৫- হ'লে = হবে 
(ii) ৫ > ৮ হ'লে 0 >> ঠ হবে 
প্রমাণ (i) যেহেতু ন এবং ৮ বাস্তব মূলদরাশি অতএব 
টু = (];,, ]২,) এবং ট = (Ls, Ra) 
সংজ্ঞানুষায়ী আমরা বলতে পার R, বিভাগে সর্বানয় রাশি হবে ৫ এবং 
1২৪ বিভাগে সর্বানয় রাশ হচ্ছে 2। 
এখন দ্র << & দেখাতে গেলে আমরা প্রমাণ করবো 1. 215. 
ধরা যাক £ একটি মূলদরাঁশ এবং 4 < ৪. 
, যেহেতু ৫ < 9 এবং % < ০ < ঢ অর্থাৎ < 7. 
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অতএব % 2 [52 এ থেকে আমরা বলতে পাঁর 
[স্থিত প্রীতটি রাশিই [,-বিভাগে অবস্থান করে ৷ 
আবার যে কোন একটি মুলদরাশি ধরা যাক % নেওয়! হলো৷ এবং 
৫ € 9 এ &. 
৫ < 9 < & ধরার জন্য আমরা বলতে পাঁর ) 2 15 কিন্তু ) % L: 
() এই আলোচনার পারপ্রোক্ষতে বল৷ যায়,» (155 
অৰ্থাৎ € ঢ 
(i) ৫ >> ঢট হবার অর্থই 7 < 0 আমরা দেখাবো ৮ < & 
(8) এর মত করে আমরা প্রমাণ করতে পার ৮ < ৪ 
অর্থাৎ > ৮ 
(01) = 0 এটি স্বাভাবকভাবেই প্রমাণ কর৷ যায় ৷ 
8'18 তত্ব 33 যাদ ৫ এবং ৮ দুশট মূলদরাশ হয় তাহলে প্রমাণ করুন 
€+৮-6+ট- 
প্রমাণ 8 ধরা যাক G=(L,, R,), 0৯ (152, 1২2), এবং 
a+b=(L, 1২) 
স্পণ্টতই বোঝা যাচ্ছে 1২, বিভাগে ৫ সৰ্বানয় রাশ এবং [২৪ বিভাগে ৮ 
সৰ্বানয় রাশ আমাদের দেখাতে হবে ]২ বিভাগে 04-0 সর্বানয় রাশ । 
ধরা যাক 4 211. এবং 292 1২5 সুতরাং আমরা বলতে পার 
44912 44 তাছাড়া £ << ৫ এবং 9 < 0 => +) < at+D. 
অৰ্থাৎ [, বিভাগে সমস্ত রাশি ৫-4-০ ’র থেকে ছোট । 
ধরা যাক 04-90 -- একাঁট রাশ যোট 04-60 'র চেয়ে ছোট ( এখানে 
& > 0) তাহলে + ৮- = (0- 3) + (৮- ॥}). 
যেহেতু ৫--%1% € L,, &৮- সু = L, অতএব +--+ EL. 


এ থেকে আমরা পেলাম প্রাতীট মূলদরাশি যোঁট 04-0 ’র চেয়ে ছোট 
সেটি [ বিভাগে থাকবে ৷ 
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অৰ্থাৎ R বিভাগে ৫42 ’ই সর্বানয় রাশি। 
অতএব + 0 = 0৭+ 6. চোক 
8'10 তত্ব 4 £ ধরা যাক ৫; এবং: দুটি প্রদত্ত রাশ ৷ তাহলে একটি 
মান্র বাপ্তবরাশি £ পাওয়া যাবে যার ফলে ০+--09 হবে । 
প্রমাণ £ ধরা যাক আমরা এমন একট বাস্তব রাশ + পেতে পার 
যার ফলে ৫4+4-10 হয় 
*. (=0)+(0++%)=(-০)+} 
[(= ৫)4+- ০] += (-০)+{} 
[(= ৫)+ ৫] +-+= + (৫) 
[(১)-- ৫] + ৮= + (-৫) 
0+4%-10- (59) 
=} 4+-(- 0) 
=[;- 0. 
তাছাড়া আমরা দেখাবো যে +=} -- 0 প্রদত্ত সমীকরণাট এক্ষেত্রে সিদ্ধ হয় 
০+()-০)-০+1[14-0-%] 


৫+109)7-9] 
=[-=৫+(-৫)]+} 
=0+B 

=B+0 

5}, 


8'20 তন্ত্ৰ ৪৪ ০ > টি হয় তাহলে -৫ < =} 
প্রমাণ ঃ ০৫ > 
যাদি ৫4 (= ৫) > + (0) 
0 > B+(-0) 
(-8)+ট > (-B)+[B+(-o)] 
(=B)+0 > [((-B)+B]+(-0) 


4৪ বাস্তব সংখ্য৷ ও সংহাততনত্ব 
__(=})+ট > ট+(=০0) 
(-B)+0 > (-0)+0 
-B> -u 
8'21 ভত্ব 6 £ ৫ এবং ঢ দুটি মূলদরাশ, তাহলে প্রমাণ করুন 00 = 001 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক =(,, [২,), 6 = (],9, ২5), ab = (],, R) 
ধরা যাক 0 এবং 1) উভয়েই ধনাত্মক মূলদরাশি । 1বভাগীকরণের 


নিয়মানুযায়ী R, বিভাগে ৫ 'ই সৰ্বানয়নরাশ, এবং ২৪ বিভাগে 0 ই 
সর্ধানগ্নরাঁশ । আমর! দেখাবো [২ বিভাগে ০০’ই সর্বানয়রাশ। ধরা যাক 


951,» এবং 9:52 1[হ এবং % >> 0,9৮0 
সুতরাং 4) = L এবং ৮2%" > 0 
তাছাড়া আমরা বলতে পাঁর 4 < ৫ এবং 9 < ৮ 
অতএব 4) << ৫০. 


সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছি 1 বিভাগের সব রাশিই ?"র 
চেয়ে ছোট ৷ 


এবারে আমরা এমন একটি মূলদরাশি ০৮% ননাচ্ছ যোট ৫ 'র চেয়ে 
ছোট ৷ মনে রাখা দরকার k < ]. 
1 2৮. 
2 2177 
গে ০177 
যেহেতু < 1 অতএব টা 91101 +) উভয়েই একের 
চেয়ে ছোট । 


আমরা জান ৫0; = a a") (৮ 7] 


= Eps 2 


1+k 


যেহেতু 0 < 0০ অতএব 


(+k 2k ত 
টি ') EL, এবং b € L, এবং আমরা সহজেই বলতে 


পার abk € L. 
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অতএব আমর! পেলাম যে সমস্ত মূলদরাশি ৫৮ *র চেয়ে ছোট সেগুলি 
L বিভাগে অবস্থান করে ৷ 

অতএব R বিভাগে ৫০ ই সর্বানম্বরাশ ৷ 

অতএব 0 = ৫. 

অনুরূপভাবে আমরা বলতে পার ৫ এবং & উভয়েই বাণাত্মক মূলদরাশি 
হলেও 00 = ৫৮ হবে ৷ 

অথবা ৫ এবং b এর মধ্যে যে কোন একটি ঝণাত্মক মূলদরাশ হলেও 
00 = 08 হবে ৷ 


লুভুৰ্ঘ ব্যাজ 
ক্যান্টরের তত্ব (08:0০:৮5 Theory) 


আমরা পূৰ্বেই বাস্তব রাশির সংজ্ঞা এবং এ সম্পর্কে ডেডোকণ্ডের তত্ত্ব নিয়ে 
আলোচনা করেছ । বর্তমান অধ্যায়ে বাস্তব রাশি সম্পর্কে ক্যাণ্টরের তত্ব 
দিয়ে আলোচনা করবো ৷ এবং তারপর বাস্তব রাশির কয়েকটি বৈশিষ্ট্য নিয়ে 
আলোচনা করবো ৷ 

4'1 জর্জ ক্যাণ্টর বাস্তব রাঁশর সংজ্ঞা দিতে গয়ে মূলদরাশর সুষম 
অনুন্নমের (regular sequence) সাহায্য নিয়েছেন । তান বলেছেন 

(ক) কোন মূলদরাশর ( ?/0 এই 1বাধতে যে সব রাশি সংজ্ঞায়িত 
হয়ে থাকে ) সুষম অনুক্ৰম ধর! যাক 03, ৫৫,----- , ৫%,--- এর জন্য একটি 
মাত্র রাশ পাওয়া যাবে, যাকে বাস্তব রাশ বল৷ হা রি এই রাঁশিটিকে 
৫ দ্বারা প্রকাশ করা হয় ৷ 

(খ) 4, ৮, £,"-- অনুক্রমটি সর্বদাই আভসারী এবং বাস্তব রাশ 
1হসাবে সংজ্ঞায়িত হয়ে থাকে । এটি মূলদরাশি £ এর প্রাতিষঙ্গী । 


(গ) 1৫%) সুষম অনুক্রমের সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত বাণ্তব রাশি ৫ এবং {|),} 
সুষম অনুক্রমের সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত বান্তব রাশি 9 এর মধ্যে ক্রামিক সম্পর্ক 
নিয়ালখিত ভাবে দেওয়। হয়ে থাকে ৪ 

() যদি ইচ্ছানুরূপ আত ক্ষুদ্র ধনাত্মক রাশ €-এর প্রাতষঙ্গী এমন 
একটি ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা %, পাওয়া যায় যার ফলে |,» bl < ৫ 
হয় তাহলে ৫- % বল৷ হবে ৷ মনে রাখা প্রয়োজন ? =], 2, 3,--- 


(1) 4 এর নিদিষ্ট মান বা নিদিষ্ট মানের পর থেকে যাঁদ বিচার করা 
হয় এবং তার ফলে ৫%+--,+০ যাঁদ সর্বদাই খণাত্বক হয় এবং এই _ 
পার্থক্যের পরম মান (1)5010৩ ৮৪116) কোন সুনিঃদভ্ট রাশ [এর থেকে = 
বড় হয় তবে ৫ < 0 বল৷ হবে ৷ ৷ 


(1) % 'এর নিৰ্দিষ্ট মান বা তার পরবর্তী মানের জন্য 0,%%-- Un 


সৰ্বদাই ধনাত্মক হয় এবং কোন সূনিদিষ্ট রাশ [।[ অপেক্ষা বড় হয় তাহর্লে 
৫ > U বলা হবে ৷ 


ক্যাণ্টরের তত্ব 51 


(19) 1৪) সুষম অনুক্রমের সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত ৫ বাস্তব রাশি এবং 19%] 
সুষম অনুকুমের সঙ্গে সম্পৰ্কযুক্ত 0 বাস্তব রাশ দারা (04-2), (0-5), 00, 
৫/ এবং ৫১ কে নিয়ালাখতভাবে সংজ্ঞায়িত করা হয় ৷ 

(4) {0,,+ 0,%} অনুক্রমটি আঁভসারী হলে ৫+৮ ’কে ৫ এবং ৮ এর 
যোগফল বলে ধরা হবে ৷ 

(11) {a,b} অনুক্ৰমটি আঁভসারী হলে ৫--0 'কে ৫ এবং & এর 
[বয়োগফল বলে ধরা হবে ৷ 

(17) {a০} অনুক্রমটি অভিসারী হলে 0০ 'কে ৫ এবং ৮ এর 
গুণফল বলে ধরা হবে ৷ , 

(৮) 1৫,/2,1 অনুক্রমাট আঁভসারী হলে ৫/০ *কে ৫ এবং ৮ এর 
ভাগফল বলে ধরা হবে ৷ মনে রাখা প্রয়োজন 1,) অনুন্রমাটর প্রত্যেকটি 
রাঁশই কোন ধনাত্মক রাশির চেয়ে বড় হবে ৷ 


(৮) {0,১৯} অনুন্নমটি অভিসারী হলে ৫" ’কে সংজ্ঞায়ত করে । 


(ও) যাদি {এ৷} অনুক্রমাটর প্রাতসঙ্গী এমন একটি মূলদ রাশ % পাওয়া 
যায় যার ফলে {৫,,_ 4} অনুক্রমটিকে 0 দ্বারা নিরূপণ কর! যায় তাহলে 
সেক্ষেত্রে (৫) অনুক্রমটি একটি বাস্তব রাঁশকে নিরূপণ করবে এবং এই বাস্তব 
রাঁশাটি এবং 4 মূলদরাশিটি আঁভন্ন । কিন্তু যাঁদ ঠিক এভাবে নিরূাপিত না 
হয় তাহলে ওঁ বাস্তব রাঁশাটকে অমূলদ রাশি বলা হবে । 


4" ধনাত্মক বাস্তব রাশি, খণীত্মক রাশি এবং শুন্য £ 


এখানে উপরেল্লোখত তত্ত্বের সাহায্যে আমরা ধনাত্মক বাস্তব রাশ, 
খণাত্মক বাস্তব রাশ এবং শূন্যের সংজ্ঞা দেব ৷ 

(i). যাঁদ কোন মূলদরাশির অনুকুম [৫%) কোন বাস্তব রাশকে নিরূপণ 
করে, এবং এ অনুক্রমের কোন নিদিষ্ট সদস্য ধরা যাক ৫% 'এর পর থেকে 
সমস্ত সদস্যই নিদিষ্ট কোন ধনাত্মক মূলদ রাশ 6 ’র চেয়ে বড় হয় তাহলে 
এ বান্তব রাশিটিকে ধনাত্মক বাস্তব রাশ বলা হবে ৷ 

(1}) বাদ কোন মূলদরাশির অনুক্রম {৫} কোন বাস্তব রাশিকে নিরূপণ 
করে এবং এ অনুন্নমের কোন নিদিষ্ট সদস্য ধরা যাক 0, ’এর পর থেকে 
সমস্ত সদস্যই খণাত্মক হয় এবং এগুলির প্রত্যেকটির পরম মান (absolute 
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Value) কোন ধনাত্মক মূলদ রাশি 6’র চেয়ে বড় হয় তাহলে এঁ বান্তব- 
রাশিটিকে ঝণাত্মক বাস্তব রাশি বলা হবে ৷ 

(11) যাঁদ 1৫.) মূলদরাশির অনুক্রমটর প্রত্যেকটি সদস্য কোন নিৰ্দিষ্ট 
সদস্য ধর! যাক ৫% "এর পর থেকে কোন আত ক্ষুদ্র ধনাত্মক রাশি € থেকে 
ক্ষুদ্র হয় তাহলে এ {0%} মূলদরাশির অনুন্রমটি 0 ( শূন্য ) বাস্তব রাশিটিকে 
সংজ্ঞায়িত করবে ৷ ত 


4'8, কয়েকটি বৈশিষ্ট্য ই 


যাঁদ {0,} এবং {০} অনুকুমদ্বয় একই বাস্তব রাশি ৫ ’কে নিরূপণ করে 
এবং ভিন্ন দুটি অনুন্রম 1,) এবং {9,} ভিন্ন একাটি বাস্তব রাশি ০’কে 
নিরূপণ করে ৷ তাহলে 


(ক) {0,৮} বা 1০৮30) অনুক্ৰম দ্বারা ৫ + ঢ বাস্তব রাশাটিকে 
নিরূপণ করা যায় । 


(থ) {0%0,%} বা (70) অনুক্ৰম দ্বারা ৫০ বাস্তব রাঁশাটকে নিরূপণ 
করা যায়। 


(গ) {0/০} বা 1০/9,) অনুক্ৰম দ্বারা ৫/০ বাস্তব রাশকে নিরূপণ 
করা যায় । অবশ্য এখানে মনে রাখা প্রয়োজন ৮৫ 0 
প্রমাণঃ ধর! যাক 7 যে কোন একটি ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা এবং ॥>1॥, 
তাছাড়া আত ক্ষুদ্র অথচ পছন্দমত যে কোন ধনাত্মক রাশ € নিলাম 
তাহলে 
| (09.9 3:67) (5 Basa). 
| 0712 0৮49 [+I /571115 | 


6 >= 
৮22 


যেহেতু {0,} এবং 1) অনুন্লমদ্বয একই বাস্তব রাশি 0’কে নিরূপণ 
করে ; {60%} এবং {9,} অনুন্নমদ্বয় একই বাস্তব রাশি )'কে নিরূপণ করে ৷ 

(খ) যেহেতু {0} এবং (9) অনুক্রমদ্ধয় আভসারী। অতএব %-এর 
সমস্ত ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার জন্য 11] < এবং | 9, | < | এখানে 
1 এবং |} যে কোন দুটি নিৰ্দিষ্ট ধনাত্মক সংখ্যা । {},} এবং {8} অনুক্রমদ্য় 


একই বাস্তব রাশি "কে নিরূপণ করে। অতএব আমরা এমন একটি ধনাত্মক 
দ্র সংখ্যা পাব যার ফলে 
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বৰ 6 
| OD nr Onl << দহ i এবং! Drs = Baa হং 77 


এখন, ] ৫347 27202 যি | 
< | 0%;906%13 গ্ৰ টির স্‌ 9; ;[}} 7) 0) | 
= (lass | | 0455 Biss 1) + (Buss! | Gn+p = 0৮৯০] 


(গ) ধরা যাক 1 একটি ধনাত্মক রাঁশ এবং 1 > 1% ( এখানে 9 
এবং 1 ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা )। তাছাড়া }, এবং  (থ)’তে যে ভাবে বাৰ্ণত 
হয়েছে এখানেও সেই ভাবেই ধরা হোলে৷ ৷ তাহলে /'এর প্রাতিষঙ্গী এমন 
একটি ধনাত্মক ক্ষুদ্ৰ সংখ্যা € পাব যার ফলে 

ek? Ek 


] গিয়ার IS EY | 008+9 _ 0742 = 771 হবে 


এখানে 1-1, 0} ৩ , বলা বাহুল্য ॥ ’এর সকল মানের জন্য 
1. রাঁশটিকে এমনভাবে দেওয়৷ হয়েছে যে | 0% |, | 0% | > k হবে ৷ 


এখন 10% _ 042 1055070০১৯০) 
| ৪৮) চা n+p 141৮7) 
10442 (955 5) Dy pl Onin গা on) 
শিল Bais 
কু | ০৮41 | 05০ 094, 171 0৮4৮1 | 0%১%)"_" dnp | 
ৰণ | 0,452 | | EE | 
টু < ॥০ On 17181 1 148 ] 
| 8৮511 চিত] 
+p Ek? 
8108 
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4'4. কয়েকটি বিশেষ বৈশিষ্ট্য ঃ 


ক্যাপ্টরের সংজ্ঞানুযায়ী যোগের বিনিময় নিয়ম, গুণনের বিনিময় নিয়ম, ৷ 
যোগের সংযোগ নিয়ম, গুণনের সংযোগ নিয়ম, বিতরক নিয়ম প্রভৃতি নিয়ে 
এই অংশে আলোচনা করবো ৷ 


(ক) যোগের বিনিময় নিয়ম ৪ 
ধর! যাক ৫ এবং & দুটি বাস্তব রাশি তাহলে প্রমাণ করতে হবে 
৫4-0-14-৫. 


প্রমাণ ৪. যেহেতু ৫ এবং 0 দুটি বাস্তব রাশি অতএব ক্যাণ্টরের তত্ব 
অনুযায়ী {0} একটি অনুক্ৰম পাওয়া যাবে যেটি ৫ ’কে নিরূপণ করে এবং 
{0} একটি অনুক্ৰম পাওয়া যাবে যেটি ৮ ’কে নিরূপণ করে। 


এখন (৫4৮) 1০৮7৮] 
=0, +0 030, 
=b,+a,, 024-0 গ্ৰ Ie 
= 10,4৫7] 
= (040) 
(খ) গুণনের বিনিময় নিয়ম £ 
00 = {andy} 


= 0307: ৫2172, 0303. BES ৰ 


005) 0202, 0009.735 
={b,a,} 
= ba. 
(গ) যোগের {সংযোগ নিয়ম ৪ 
0, 0 এবং ০ তিনটি বাপ্তব রাশি হলে প্রমাণ করতে হবে 
(a+ b)+c=a+0+০0) 
যেহেতু 0, ৮ এবং ০ তিনটি বান্তব রাশ অতএব ক্যান্টরের তত্ত্ব অনুযায়ী 


আমরা 10%}, {ট%}, এবং {০,} তিনটি অনুক্ৰম পাব যার! যথান্রমে 0, ৮ এবং 
6 তিনিটি বাস্তব রাশিকে নিরূপণ করে। 
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এখন (0+0)+ c= {(0,+0,) +c} 
-(৫:4+95)4-65)(৫54-02)4-25----- 
=a, +(0,+c,), 0, +(b, + Ca), 
= fa, + (ঠ%+ ৫} 
=a+(b+0) 
(ঘ) গুণনের সংযোগ নিয়ম ৪ 
albc) = {a,(bncn)} 
= 0,00,223), নিল 
== (৫505)০2, (02%5)02১---০ 
= (0৫,7০1 
== (089). 
(ও) গুণনের বিতরক নিয়ম ৪ 
(৫+০)০-1,+৮,)০] 
(৫২4-25)০5, (৫57 2০)০৪,০5০ 
:0$40503,1290247-0209,+৮ 
= 1৫৮০৮ + Dun} 
=act+bc + 
4. উপপাদ্য 1. ক্যান্টরের তত্ত্বের সাহাযে। প্রমাণ,করা: যায়, দুটি 
বাস্তব রাশির মধ্যে অসীম সংখ্যক মূলদরাশি অবস্থান করে | 


প্রমাণ ৪. ধরা যাক ৫ এবং & দুটি বাস্তব রাশ এবং 0 > %) 
আমাদের প্রমাণ করতে হবে 0 এবং 'এর মধ্যে অসীম?) সংখ্যক; মূলদরাশি 
অবস্থান করে । of 

যেহেতু ৫ এবং & বাস্তব রাশি অতএবক্যাণ্টরের তত্ অনুযায়ী দুটি অনুক্ম 
{৫} এবং {&,} যথাক্রমে ৫ এবং ০ কে নিরূপণ করবে ৷ 

এখন ৫ > ৮ => একটি মূলদরাশ & >> 0; 3১%, EN যার ফলে 
n2Zz NM => 0৯_ ট% = & 


১ বল অর্থ গাওয়া যায় (there exists). 
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যেহেতু {0,%} এবং {6,} অনুক্রমদ্বয় আভসারী অতএব এরা কোঁশ 
অনুক্ৰম (Cauchy’s sequence) | অৰ্থাৎ আমরা বলতে পার যে কোন 
ক্ষুদ্র মূলদরাশি € > 03372, 755. যার ফলে 

M,N > Ns? lan 0%| << 

7, % 2৮ 75 => 1054 8 | <2 

[ এখানে ম ধনাত্মক পূৰ্ণ সংখ্যার সংহতি ]. 

! ধরা বাক 710 7৫47 (704,722,728) ; তাহলে প্রত্যেকটি 741,77০ 

'এর জন্য আমরা পাই 

107৫৮] 5,175-0%]-4 2 ৫,-৮,১৪ 


৮০ 


এখন প্রত্যেকটি /, > 77০ *এর জন্য আমরা পাই 


TE << ৫৯-৫৮০ CE, == bb < 6 | 
08১77 bys = 


(ক) 
ধরা যাক 4 একটি ইচ্ছানুরূপ বাস্তব রাশি এবং € < 4 € 8... (খ) 
এখন {9,০} এমন একটি অনুন্ধম ধরা হোলো যার প্রত্যেকটি 


সদস্য মূলদরাশি ৫,০ এর সঙ্গে আন্ন (16761091) । তাহলে 


(৫০-4] অনুক্রমাটি ৫০০--% বাস্তব রাশিটিকে নিরূপণ করে এবং এটি 
মূলদরাশি। 
আমরা লিখতে পার ৫,১--4 -৯ ৫, 4 


no ৮ 


আমরা!প্রমাণ করবে <! ৫৮১-% < ১১০০, (গ) 

এখন (ক)। এবং (খ) অনুযায়ী আমরা বলতে পার যাদ % >> %, হয় 
তাহলে ৫৮*--(৫%০--4) (0, -- 0০%) +- = > -=-64+% > 0 

[ (ক) এবং (খ) এরঃ সাহায্যে ] | 

আবার 1 5. এর জন্য 0,- (0,,- ৮) > 0 

যেহেতু 0, ৯.৫, 0%০--/% > 0%0--%৮ 

TG Ons 5) OT = (ঘ) 

আবার যাঁদ % >> ॥, হয় তাহলে 


ক্যান্টরের তত্ব ট% 
(47725787552 
>= &৫=০-%. 
> 0 বাদ & == > + হয় । 
", যাদ 6-€ > % হয় তাহলে 
(৫%০--47)--7% > 0H Nm ১৮75 


no 


যহেতু (0,6 2) -৯৫%০--:, ৮%_* এ ? 
৫%১--4--1% > 0 যখন 6-6 > 4 হয় 
বা, ৫,,- > 0 যখন 6-€ > 4 হয় *-- (ও) 
এখন (ঘ) এবং (ও) থেকে স্পন্টই বল৷ যায় 
৮ ৫০৮০4 <9; অবশ্য মনে রাখতে হবে এক্ষেত্রে 8-6 ১৯4 
ধরা যাক 6-€ >> % তাহলে 
ঞ<১-০ ৪44৮ 4622 এ ৯ <১-ছ০ 
সুতরাং দেখা যাচ্ছে মূলদরাশ ৫%১-_-4 এমন হবে যার ফলে 
0 <!0,%১--* << ৫ হবে যখন € < 4 < 6-6. 


যেহেতু €’কে ইচ্ছানুরূপ ধরা হয়েছে সুতরাং 6 এর মান অসীম 
সংখ্যক হতে পারে । অর্থাৎ € এর মান 6,, 65, “** ধরা যেতে পারে। 
এগুলির প্রাতষঙ্গী এর মান 4:,%০,-*নেওয়া যেতে পারে এবং 
এথেকেই বলা যায় 7 €৫%০-4% << ৫0 যখন 6, < 4৮ < ১-6, ৷ 
অৰ্থাৎ ৫ এবং & বাস্তব ব্লাশিদ্বয়ের মধ্যে অসীম সংখ্যক মূলদরাশ ( এখানে 
6; = % 0 37499, (887৮: ) অবস্থান করবে । 


4'6. উপপাদ্য 9. দুটি ভিন্ন বাস্তব রাশর মধ্যে অসীম সংখ্যক 
অমূলদ রাশ অবস্থান করে ৷ 


প্রমাণ ঃ ধর! বাক ৫ এবং ঢ দুটি ভিন্ন বাস্তব রাশ ৷ তাছাড়া আরও 
ধরা যাক 0 > & তাহলে আমর দুটি ঘটনার সম্মুখীন হবে৷ ৷ 


(এক) ? যখন মূলদরাঁশ, (দুই) ॥ যখন অমূলদরাশি । 


58 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাতিতত্ব = 


(এক) অমূলদ রাশি 4*-এর প্রতিষঙ্গী আমরা একটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 
1 পাব এবং 7 6 N হবে যার ফলে 4%/% << ৫-০ হবে 
তাহলে ৮ < b+ Hn < ৫. 


এখন যেহেতু ৮ মূলদরাশ এবং 4%% অমূলদরাশ => 6 4- %,%/7} অমূলদ 
রাশ। যেহেতু 4% ’কে ইচ্ছানুরূপ ধরা হয়েছে অতএব ৫ এবং ৮ ১এর মধ্যে 
07451], 947+45219, 0 4-এ8/8, ------ অমূলদ রাঁশগুীল অবস্থান করে 
এবং এদের সংখ্যা অসীম ৷ 


সুতরাং আমরা বলতে পারি দুটি ভিন্ন বাস্তব রাশির মধ্যে অসীম সংখ্যক 
অমূলদ রাশ অবস্থান করে ৷ 


(দুই) ৮ যখন অমূলদ রাশ । আমরা এমন একটি মূলদরাশ 9 পেতে 
পার যার ফলে Y < ৫-৮ হয়। তাহলে % 242 <a. 
& অমূলদরাশ, 9 মূলদরাশ => ৮+-% অমূলদরাশ । 


যেহেতু %/কে ইচ্ছানুরূপ ধরা হয়েছে সুতরাং 9 এর মান অসীম সংখ্যক 
হতে পারে। অর্থাৎ ) এর মান 9, ),'*"হতে পারে ॥ এ থেকে স্পষ্টই বল৷ 
যেতে পারে ৫ এবং  বান্তবরাশিদ্বয়ের মধ্যে অসীম সংখ্যক অমূলদরাঁশ 
অবস্থান করে । অর্থাৎ ৫ এবং & এর মধ্যে ০4795) 0 FY ee অমূলদ 
রাশিগুলি অবস্থান করে ৷ 


4'7. উপপাগ্ভি 8, ক্যাণ্টরের তত্ত্বের ত্বর সাহায্যে প্রমাণ করা যায় বাস্তব 
রাশির সংহাত ঘন (dense) 


উপরেল্লোখত তত্ত্বদয়ের সাহায্যে এট প্রমাণ করা যায়। 


48. বাস্তব রাশি সম্পৰ্কে ডেডেকিণ্ড এবং ক্যাণ্টরের ভন্বের 
সমতুল্যত| নিরূপণ ৷ 


বাস্তব রাশি সম্পর্কে ডেডেকিও এবং ক্যাণ্টরের তত্ত্ব দৃশ্যতঃ পার্থক্য 
থাকলেও এই তত দুটি প্রকৃতপক্ষে এক । অৰ্থাৎ ক্যান্টরের তত্বানুযায়ী যাঁদ 
কোন মূলদরাশমালার সুষম অনুক্রম {0,} দিয়ে কোন বাস্তব রাশকে 
সংজ্ঞায়িত করা যায় তাহলে ডেডোকণ্ডের তত্ত্বানুযায়ী এ অনুন্লমাটির 
সঙ্গে সম্পৰ্কযুক্ত একটি অনন্য (Unique) মূলদরাশর, বিভাগীকরণ 
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পাওয়া যাবে যা এ একই বাস্তব রাশিকে সংজ্ঞায়িত করবে ৷ বিপরীতন্রমে 
যাঁদ ডেডোকণ্ডের তত্ত্বানুযায়ী কোন মূলদরাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে 
কোন বাস্তব রাশিকে সংজ্ঞায়িত করা যায় তাহলে ঞঁ বিভাগীকরণের সঙ্গে 
সম্পর্কযুক্ত মূলদরাশিমালার একটি সুষম অনুক্রমের সাহায্যে এ বাস্তব 
রাশিটিকে সংজ্ঞায়িত করা যাবে ৷ 


প্রমাণ £ ধরা যাক {0,} মূলদরাশিমালার একটি অভিসারী অনুক্রম 
যেটি ক্যাণ্টরের তত্ত্বানুযায়ী £ বাস্তব রাশিটিকে সংজ্ঞায়িত করে। আমরা 
দেখাবো ডেডোকণ্ডের তত্ত্বানুযায়ী এ অনুক্রমাটর সাহায্যে একটি মূলদরাশর 
বভাগীকরণ (], ]২) গঠন করা যাবে যেটি এ বাস্তব রাশি £ ’কেই সংজ্ঞায়িত 
করবে । 

ধরা যাক % একাট নিদিষ্ট ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্য৷ ৷ এখন যাঁদ 
৫%--4/ >> 0 হয় ৮% > 1 তাহলে  € 1 ধরা হবে ৷ আর যাঁদ 
0,_4 << 0 হয় -৮7% > % তাহলে %&  ]ং ধরা হবে । কিন্তু যাঁদ 
৫॥--4 ধনাত্মক বা খণাত্বক কোনটাই না হয় _তাহতে সেক্ষেত্রে /-কে হয় 
[, বিভাগে না হয় ] বিভাগে রাখা হবে ৷ এই আলোচনার পরিপ্রেক্ষিতে 
স্পণ্টই, বোঝা যাচ্ছে {৫0%} অনন্য আভসারী অনুক্রমের জন্য (_, 1২) 
একটি বিভাগীকরণ পাওয়া যাচ্ছে ৷ আমরা দেখাবো {৫0%} অনুক্রমহেতু 
যে মূলদরাঁশর বিভাগীকরণ পাওয়া যায় সেটি {0} অনুক্রমহেত যে 
মূলদরাশির িভাগীকরণ পাওয়া যাবে তার সঙ্গে আভন্ন এবং উভয়ে একই 
বাস্তব রাশিকে সংজ্ঞায়িত করবে । ঠিক পূর্বের মতই 4 রাশিটি ধরা হোলো 
এবং [0,4] = [0,/= ৮] ৷ এখন 1!-এর এমন একটি নিদিষ্ট মান পাওয়া: 
যাবে, যার ফলে এ মান থেকে বা পরবতাঁ মানের পর ৫%--4/ এবং 
0, = + উভয়েই সমাচহুযুক্ত হবে ৷ 


এ থেকে আমরা স্পষ্টই বুঝতে পারাছি 1৫) অনুন্রমহেতৃ 4 রাশিটি 
[, বিভাগে অবস্থান করলে (৫, অনুক্ষমহেতু + রাশিটি 1 বিভাগে 
অবস্থান করবে ৷ আবার যাদ 1৫%) অনুক্রমহেতু 4 রাশিটি R বিভাগে 
অবস্থান করে তাহলে 1৫,) অনুন্লমহেতু £ 2 [২ হবে ৷ ব্যতিক্রম 
শুধু {0} = 10%} =+% হলে ৷ সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছ 1৪7) 
অনুক্রমের সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত (4, ২) [বভাগীকরণাট {9} অনুক্রমটির 
সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত (4, 7২) বিভাগীকরণাটর সঙ্গে আন্ন ৷ অর্থাৎ 
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উপরোল্লাখত আলোচনার পরিপ্রেক্ষিতে দেখতে পাওয়া গেল ক্যাণ্টরের 
তত্ত্বানুষায়ী যে বাস্তব রাশিকে সংজ্ঞায়িত করা যায় তা ডেডোঁকণ্ডের 
তত্্বানুযায়ী মূলদরাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা যায়৷ 


বিপরীতন্লমে--যদি কোন বাস্তব রাশিকে ডেডোঁকণ্ডের তত্ত্বানুযায়ী 
মূলদরাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা যায় তাহলে এ 
বিভাগীকরণের সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত একটি মূলদরাশমালার সুষম অনুক্রম পাওয়া 
যাবে যেটি এ একই বাস্তব রাঁশকে সংজ্ঞায়িত করবে । ধরা যাক মূলদ- 
রাশ 0, 2 [ এবং মূলদরাশি ৮, 1], ; এখন (0, + 0,)/2 হয় 
], বিভাগে না হয় [২ বিভাগে অবস্থান করবে । যাঁদ (৫,+ 8,)/9 217: 
হয় তাহলে ধরা যাক ৫০-(৫*+৮)/9 এবং ?০-%২ কিন্তু যাঁদ 
(৫ +" 0,)/2 € R হয় তাহলে ৫০৫, এবং b,=(a, 4-80,)/2 ধরা 
হবে ৷ 

আবার আমরা বুঝতে পারাছ (৫৪০4-%2)/9 একটি বাস্তব রাশ । 
অতএব যদি (৫+-02)/2 € L হয় তাহলে ধরা যাক Qs =(0,৭-০০)/2 
এবং ৮৪=৮, কিছু যদি (0,4-0,)/9 2 R হয়, তাহলে ধরা যাক 
৫3 = 0এ এবং (৪= (0৪7 ৮,)/2 ৷ ঠিক এই পদ্ধাত অনুসরণ করে 
আমরা দুটি মূলদরাশিমালার অনূক্ষম {0} এবং {0%} পাব। {a} 
অনুন্রমটি একান্বয়ে উৰ্ধ্বগ (Monotonically increasing) এবং 
উর্ধ্বে সীমাবদ্ধ (Bounded above), {b,} অনুক্রমাটি একান্বয়ে নিয়গ 
এবং নিয়ে সীমাবদ্ধ (Bounded el০৮) । অতএব আভসারত্বের তত্বানুযায়ী 
(প্রয়োজনীয় এবং পর্যাপ্তভাবে বলা যায় কোন একানয়ে অনুক্ৰম আভসারী 
হবে যদি এট সীমাবদ্ধ হয়) বলা যায় দুটি অনুক্মই আভসাৱী হবে । 


+ ৩০ 
এখন, ৮০-০৯৯০7০৬--৪ 50545 


1 


অথবা, 9৫৯২৪১6২৪৮৫ 


অনুরূপভাবে, দেখানো যায় ০৮৯ ৰ 


এই পদ্ধাত অনুসরণ করলে দেখা যাবে ৮,৫৯০ ৫ 
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তাছাড়া দেখা যাবে ?%-এর সর্ববৃহৎ মানের জন্য 0%--৫% << € হবে 
(€ একটি অতি ক্ষুদ্র ধনাত্মক সংখ্য৷ ) {0,} অনুক্ৰমটির প্রত্যেকটি সদস্য 
], বিভাগে অবস্থান করার জন্য £-এর চেয়ে ছোট অথবা সমান ৷ এবং 
11" অনুক্ৰমটির প্ৰত্যেকটি সদস্য £-এর চেয়ে বড় অথবা সমান ৷ আমরা 
দেখাবো (৫) এবং {0,} অনুক্রমদ্য়ের সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত % অনন্য (Unique). 

ধরা যাক, 4 বান্তব রাশিটি অনন্য নয়। সুতরাং আমরা 4-এর 
বাঁদকে একটি বান্তব রাশ 9 নিলাম, এবং % যে সমস্ত বৈশিষ্ট্য মেনে চলে 
?) ঠিক এ একই বৈশিষ্ট্য মেনে চলে । তাহলে নিশ্চয়ই %-এর যত বড় মানই 
হোক না কেন এ, ক) হবে ৷ সুতরাং 9 এবং £%-এর মধ্যে 1৫,) 
অনুক্রমটির কোন সদস্য অবস্থান করবে না ৷ অৰ্থাৎ তাহলে ?*--৫% > 6 
(৮--5 একটি নিদিষ্ট ধনাত্মক রাশ ) ফলে দেখা যাচ্ছে 1৫] এবং 
17] অনুক্ৰম দুটি একই রাশিকে সংজ্ঞায়িত করতে পারছে না অর্থাৎ একটি 
আপাত বিরোধী সিদ্ধান্তে আমর! উপনীত হাচ্ছি। এই সিদ্ধান্তে উপনীত হবার 
কারণ__যেহেত্ আমরা 9-কে £-এর বাঁদিকে নিয়োছ। অতএব % 
রাশিটি 4-এর বাঁদিকে থাকতে পারে না ৷ ঠিক অনুরূপভাবে আমর বলতে 
পার 9 রাশিটি %-এর ডানদিকে থাকতে পারে না অৰ্থাৎ এবং 9 আভন্ন। 

সুতরাং আমরা দেখতে পেলাম ডেডেকিণ্ডেরে তত্বানুষায়ী যে 
বাণ্তবরাশিকে মূলদরাশিকে বিভাগীকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা যায় 
তাকে মূলদরাশির সুষম অনুক্রমের সাহায্যেও সংজ্ঞায়িত করা যায়। 

পাঁরশেযে আমরা সিদ্ধান্ত নিতে পারি ডেডোকণ এবং ক্যাণ্টরের 
তত্ত্ব দুটি দৃশ্যতঃ পার্থক্য থাকলেও মূলতঃ এক । 


40, বাস্তব রাশির বূপায়ণ ঃ এবারে আমরা ক্যাণ্টরের তত্ত্বের সাহায্যে 
বাস্তব রাঁশকে কিভাবে প্রকাশ করা যায় তা নিয়ে আলোচনা করবো ৷ 
স্মরণ থাকতে পারে বাস্তবরাশি বলতে বাস্তব মূলদরাশ ও বাস্তব 
অমূলদরাশির কথাই ধরা হয়ে থাকে । আমরা প্রথমে মূলদ রাশ নয় 
(non-rational) এমন বান্তবরাশি নিয়ে আলোচনা করবে৷ ৷ তারপর 
বান্তব মূলদরাশি নিয়ে ব্যাপক আলোচন! করবো ৷ 

(৫) কোন ধনাত্মক অমূলদ (n০n-rational) রাশি _M-কে মূলাংক 
ভগ্নাংশের অসীমশ্ৰেণীর (non-terminating series of radix 
20000) সাহায্যে অনন্যভাবে প্রকাশ করা যায়। মনে রাখা প্রয়োজন 
“ এখানে মূলাংক = 9 হবে ৷ 


62 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাঁততত্তব 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক মূলাংক= ৫, এখন 0, ৮, 2, --* এর মধ্যে আমরা 
একাঁট সৰ্ববৃহৎ রাশি ০০% পেতে পার যার ফলে ০০৪ < %M হয় 
এবং (৫০+]1) k > RM হবে ৷ (মনে রাখা প্রয়োজন ৫, একটি 
ধনাত্মক পূৰ্ণ সংখ্যা ) ৷ 

M 


অৰ্থাৎ ৫০ <M < ০০+1 অতএব 81০০4 


এখানে 1, একটি ধনাত্মক রাশ কিন্তু J, < ৷ অনুরূপভাবে 


M, (0; +, ]%[2 = টি ১... My = cat ta. 


পেতে পারি । এখানে ০,, ০০, ***১.০ প্রত্যেকটি হয় ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 
না হয় শূন্য হবে কিন্তু প্রত্যেকাটই /৮র ছোট । তাছাড়া M,, 1২, ..., 
1 এর প্রত্যেকাটই // এর ছোট ৷ সুতরাং 

৬, 


=e 


এখানে ০০, ০4, ০৪, *-* ’এর প্রত্যেকটি হয় ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা না হয় 
শূন্য হবে এবং 0 < Mi, < 171 


আমরা দেখাবো, 


শি ইতি 
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Can 015 
(০4648 ++ =) 


EEN te db 
Ent < EE = 


সুতরাং দেখা যাচ্ছে অনুক্রমটি ( যার %-তম পদ = ০,০ + i হু ন ঢ় 2 


একটি ৷আভসারী অনুন্রম এবং ক্যাণ্টরের তত্ত্ব অনুযায়ী বাস্তব রাশি /[’কে 
চিহ্নত করে ৷ অর্থাৎ [৬ রাশিটিকে একটি মূলাংক ভগ্নাংশের অসীম 
শ্রেণীর সাহায্যে প্রকাশ করা হোলো ৷ অতএব 

M=c,+¢ 


3484 ৮4, 


চি? 17} 1 

(8) যাদি 1 মূলদরাশ হয় তাহলে এটিকে মূলাংক ভগ্নাংশের সসীম 
শ্রেণীতে অথবা মূলাংক ভগ্নাংশের আবৃত্ত শ্রেণীতে (recurring series) 
প্রকাশ করা যায় ৷ 


প্রমাণ £ ধরা যাক [৬ রাঁশাটকে / এই নিম্নতম পদে লেখা হোলো ৷ 
তাহলে 17৯%০৫+7০ এখানে 75 << ৫, %)১০ = 4৫775 এবং 
9, <q, Rh,= Yq tha, Bh =Yig thn এখন 7০, 
৮, *** ৮ এর প্রত্যেকটি শূন্যও হতে পারে আবার ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যাও 
হতে পারে কিন্তু 0’এর থেকে ছোট ৷ যাঁদ ধরা যার ,, 7৩, -- এর 
মধ্যে 7%টি শূন্য তাহলে 


M=%/4 


ho 
- ০ ৷ 
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এ 
1911 
=)০+ + 7-1 1; 


সুতরাং 1 রাশিটিকে মূলাংক ভগ্নাংশের সসীম শ্রেণীতে প্রকাশ করা 
যাচ্ছে ৷ এই মূলাংক ভগ্নাংশের সসীম শ্রেণীকে কোন একটি পর্যায়বৃত্ত এক 
(periodic one) দিয়ে লেখা যেতে পারে । অর্থাৎ যাঁদ এর পাঁরবর্তে 
1%-5 নেওয়া যায় তাহলে 121,,+: ৯ (/%--1)4৫, সুতরাং 7 শূন্যের 
পৰিবৰ্তে 0 হয়ে যায় ॥। এবং 9 =(£-_1)+, অতএব hn, 715, 
*** প্রত্যেকটিই 0’এর সমান হবে এবং 4, %%+,, *** প্রত্যেকটি (%-1) 
হবে অর্থাৎ 


১717-55-88 1 13817-8 
M=lQ=Yot 17787 AP 1 7 লি 77 


যদি কখনও 1. 75, ** 7.% অন্তৰ্হিত না হয় তাহলে এগুলির প্রত্যেকটি 
1,92, ৪, *-* (৫-1)'এর মধ্যে যে কোন একটি মান নেবে এবং প্রত্যেকটি 
অসমান হবে না। ধর! যাক /ই প্রথম রাশি যোট উপরেল্লোখত (A)’তে 
পুনর্বার দেখা যায়। এবং 7.,-7.%+%/ তাহলে Bh = Yn + hrs 
এবং 1237 = kh, = 17450 + 118, কিন্তু Rhum ৮0175 
143 সুতরাং 18 == 1542142 এবং 11773. এরর ৷ অনুরূপভাবে 
745 মঃ (72 এবং 1742 -৮4%,:2 হবে । এখন এই পদ্ধতি অনেকদূর 
পর্যন্ত অনুসরণ করা যাক । এবং তাহলে দেখা যাবে | রাঁশাটিকে একটি 
মুলাংক ভগ্নাংশের আবৃত্ত শ্রেণীতে প্রকাশ কর! যাচ্ছে । 


সাওম অন্যান 


উদাহরণ 
ডদ্বাহরণ 1. প্রমাণ করুন V2 < *৪. 


যেহেতু /2 এবং 4/3 বাস্তব অমূলদ রাশি অতএব মূলদ রাশির বিভাগী- 
করণের সাহায্যে এই দুটি রাঁশকে সংজ্ঞায়িত করা যায় । 

ধরা যাক V2=(L,, 1২) এবং /8 (০০, ২2) অৰ্থাৎ ],, 
বিভাগে ধণাত্মক রাশি, শূন্য এবং সেই সমস্ত ধনাত্মক রাশি রাখা হয়েছে 
যাদের বর্গ 2 ’এর থেকে ছোট ৷ 142 বিভাগে ঝণাত্বক রাশি, শূন্য এবং 
সেই সমস্ত ধনাত্মক রাশি রাখা হয়েছে, যাদের বর্গ 3 ’এর থেকে ছোট । 
এখন V2 < ৪ দেখাতে গেলে আমাদের প্রমাণ করতে হবে He CoE 
স্বাভাবকভাবে বল৷ যায় যে কোন রাশি ধরা যাক 42]., তাহলে 
+ 21.2 হবে। এখন আমরা এমন একটি রাশ 9 নিতে পারি যোটর বৰ্গ 2 
এবং ৪ 'এর মধ্যে অবস্থান করে অর্থাৎ 9 < /* < 3 => ৫ L, 
কিন্তু 5175 অৰ্থাৎ আমরা সহজেই দেখতে পেলাম ]., 2],, অতএব 
+2 < +৪8 ৷ 


উদাহরণ 2. প্রমাণ করুন 1 < ৮৪ < ৮৪ < 2. 


যেহেতু 1 এবং 2 বাস্তব মূলদ রাশি, /2 এবং “/৪ বাস্তব অমূলদ রাশ 
অতএব মূলদ রাশির বিভাগীকরণের সাহায্যে এই সমস্যাগুলকে সংজ্ঞায়িত করা 
যায়।. ধরা যাক ] = (0০1,1২5) অৰ্থাৎ ].,; ={% : % << ] } ‘এবং 
1২,={% : 4 > 1}, *%%= (৫১২ ২০) অৰ্থাৎ 15৪ বিভাগে ধণাত্মক 
রাশি, শূন্য এবং সেই সমস্ত রাশ রাখ! হয় যাদের বর্গ 2 ’এর ছোট ৷ Re 
বিভাগে বাকী সমপ্ত রাশি রাখা হয়। ৪২৯ (১৩, R,) |, 
"বিভাগে ঝণাত্মক রাশি, শূন্য এবং সেই সমস্ত ধনাত্মক রাশ রাখা হয যাদের 
বর্গ 8 ’এর ছোট। [২৪ বিভাগে বাকী সমস্ত রাশ রাখা হোলো ৷ 
5187 7২৬) 7 12710727177 = [7 5 এ > 2} এখন 
স্বাভাবক ভাবেই বল৷ যায় L,CL,CL,CL, কারণ LAR, এর - 
মধ্যে 6/5 এবং 5/4 অবস্থান করছে। 


5 
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],,/7]ং, ’এর মধ্যে $ এবং $ আছে ৷ *%%৪< *৪---(]) 
[401২5 ’এর মধ্যে ক, “ভূত অবস্থান করছে .. +/৪ < 2:-. (ii) 
অতএব 1 < V2 < *৪ < 2. 


উদাহরণ 8. প্রমাণ করুন 109,০9" একটি অমূলদ রাশ । 


প্রমাণ 2 ধরা যাক 108,০+ অমূলদ রাশ নয় এবং আমরা আরও 
সুবিধার জন্য মনে কাঁর এট মূলদরাশি অর্থাৎ 10হ,০*-1//এ 
এখন এখানে / এবং এ ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা এবং? < ও ৫৮০ 
তাহলে (10)%-5 
রা, 1.0 
বা, (9.5) 5৭ 
বা 24 (1) 
এ থেকে দেখা যাচ্ছে 2 এর কোন ঘাত ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্য৷ হলে এট 
স্বাভাবিক জোড় সংখ্যা. হবে। অর্থাৎ 9"=জোড় সংখ্যা। কিন্তু ৮৮ 
কখনই জোড় সংখ্যা হতে পারে না। আবার (i) নং থেকে আমরা এ ধরনের 


সমতা দেখতে পাচ্ছি । এটি অসম্ভব ৷ সুতরাং 109," ’কে মূলদরাশ ধরা 
হয়েছে তা ঠিক নয়। অর্থাৎ 198০5 অমূলদ রাশ । 


উদাহরণ 4. 4 একটি মূলদরাশ এবং 2 < ৮ < ৬৪ ৷ প্রমাণ করুন 
যে, একটি মূলদরাশ 4 এবং /5 এর অন্তবর্তী । 


প্রমাণ 2 ধরা যাক 4 < % + < V5 
তাহলে বর্গ করে আমরা পাই 4* < (৫+ 1): < 5. 
স্পন্টই বলা যায় ॥ < 1 অতএব 7/হ < };. 


এখন (৮+ }})" < 5 অৰ্থাৎ %*-- 97}; +h: < হয় 


অর্থাৎ 1 <h 8৫ 2 হয়, তাহলে (৫4) <5 


A 
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উদ্বাহরণ 5. ৫, 0, 4 এবং ) রাশগ্ীল এমনই মূলদ রাশি যার ফলে 
(ay— 0.৮)+ +4(0-%)(০-7))=0 হয় তাহলে দেখান হয় যে 
() ৮৫,% অথবা (11) (1-90) এবং (1-+4)) মূলদ রাশর 
বৰ্গ ৷ 

প্রমাণ ৪ যেহেতু (৫%-- 0.৮)" + 4(0--:৮)(0--৯)) = 0 

অতএব (৫9 = 0%)+ = 4(%৮ - a)(b —y) 

যেহেতু বামপাৰ্শ্বের অংশাঁট পূর্ণবর্গ অতএব দক্ষিণ পার্খের অংশাটকে 
নিশ্চয়ই পর্ণবর্গ হতে হবে । এবং এটি হতে গেলে = এবং 9৫ 
হতে হবে ৷ যাঁদ এই সম্বন্ধাটই ধরা যায় তাহলে 

(0%*-- ট%)* = 4(0 = a)(b— a) 

বা, (0+ 0)*(a— 5)" = 4(0-- a): 

সুতরাং সমতাট প্রযোজ্য হবে যাদ 4, 9-৫ এবং তারপর 
04৮5 3: হয় ৷ 

এখন এট না হলে সমতা প্রযোজ্য হবে যাদ বামপাৰ্শ্ব এবং দাক্ষণপাৰ্শ্ 
উভয়েই শূন্য হয় অৰ্থাৎ /-& বা?) হয়। এখন যাঁদ £ এবং ৭! এর 
উপরেলোখত মান না হয় তাহলে আমরা বলতে পারি 

(0 4- 0৯) -- 4004) 4" 400 -4৫0)- 4047-40-50 ২ 
বা, (ay + 0%)*- ay + bx) + 44 { 

+4ab—4abxy+4+y=0 

বা, {(ay + b»)= 9}*--4(] -- ab) + 4xy(1- abd) =0 
বা, (y+ b+ — 2)" = 4(1 -- 0৮)(1. = 49) 

এখন যাঁদ এই সম্পর্কাট সঠিক হয় তাহলে 4(1- 00)(] _ 41) ’কে 


একটি পূর্ণবর্গ হতে হবে অর্থাৎ (] -- ৫0) এবং (1 _4%)) 'কে মূলদ রাশির 
পূর্ণবর্গ হতে হবে কারণ ৫৮ 49. 


উদাহরণ 6. যাঁদ ৫4-94-09৯৯] এবং ৫4 2h xy 
4+0:)*=1 এই দুইটি সমীকরণে ৫, 1, 0, ৫, ॥*, 7: এবং 49 মূলদ 
সংখ্য। হয় তাহলে প্রমাণ করুন 
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() (//-/)২-৫-৫৫০-০০ 
(ii) (৫০:-6-৮)০-4(৫/-৫ 2/)097৮--72/) 
‘উভয়েই মূলদ রাশির বৰ্গফল । 
"প্রমাণ £ প্রথম সমীকরণ হতে দ্বিতীয় সমীকরণাঁট বিয়োগ করে পাই 
(0 = ৫*)%* 4- 2(} = };*)+'}} +- (0 = 0*)}* = 0 
যেহেতু 4/) মূলদ রাশ .. (॥-*)*-(a- a) -— ০*) একাট 
মূলদ রাঁশর বৰ্গফল । 


এখন মূল সমীকরণদ্বয়ে 4৭, %') এবং 9 অপনয়ন করে আমরা পাই 
Aha’ —h’a)xy + (a*b— aby: ৫*-৫ 
(hr a— ha) 4- (}+*} = hb®)y = hh: — Ah. 
(08% 0*8):৮* + 2nd: -- };* 0): = b: =}, 
ধর! যাক / = ৫0%0-- ৫৮%, q=hb:— hb 
7= ha" --/:৫ তাহলে স্বভাবতঃই আমরা দেখতে পাচ্ছি 
(74:49) (4274 204))(9/4)1-- 12) 
-৫/-/৮):-(৫-৫:0৮-9:) 
পূর্বে আমরা দেখোঁছ ডানপক্ষ একটি মূলদ রাশির বৰ্গফল | 
সুতরাং বামপক্ষ নিশ্চয়ই কোন মূলদ রাশির বর্গ হতে বাধ্য অৰ্থাৎ ধরা যাক 
বামপক্ষ = (6 +4) + )*)* ৷ এখানে 1% একটি মূলদ রাশ । 
বামপক্ষে *)* এর সহগ = 90%" - 407" +p =p 8৫7. 
অতএব (৮ - 297) = + 907". 


অৰ্থাৎ 1° = p* _ 4gr = (ab: = 00) --খু(}/0* — };*&) 


(hb*— ha) 
উদ্বাহরণ [510 


19] একটি অনুক্ৰম যার //-তম পদ অর্থাৎ, 


এট 


20871) 1 
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তাহলে এই অনুক্রমাটর সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত একটি ডেডোকণ্ডের বিভাগীকরণ 
নির্ণয় করুন ৷ 


প্রমাণ £ এখানে 


1 
60.4. তততততততততততত তত 97 9" 


বা, eS DEE SSA 
বা, 4৮ < V8-1¥n 


স্পষ্টই বোবা যাচ্ছে 7১; > 4% এবং যেহেতু % < 8-1 vn 
দেখা যাচ্ছে {4} অবুক্রমাট একান্বয়ে উৰ্ধ্বগ এবং আবদ্ধ (90110) ৷ 
অতএব এটি আঁভসারী ৷ এবং 110] 4, 8-1 অর্থাৎ আমর! দেখতে 


un 


পাচ্ছি অনুন্নমাটি V8 1 এই অমূলদ রাশিতে আঁভসারী হচ্ছে ৷ এখন 
আমরা (]., R) বিভাগীকরণাট পর পৃষ্ঠায় প্রদত্ত উপায়ে গঠন কাঁর 
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],={% 60 : (৮+])* <8} 
={৮ ০০ : (৮+])*> ৪ 
এখানে 0 মূলদ রাশর সংহাঁত (9৪) । 


উদ্দাহরণ 8. {%,} একটি অনুক্রম যার /-তম পদ অর্থাৎ 


৭4 ২ 1.8.5....... (2-1) 
= 8.65....-57 


তাহলে এই অনুক্রমটর সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত একটি ডেডোঁকণ্ডের বিভাগীকরণ 
নিৰ্ণয় করুন | 


প্রমাণ 2£ এখানে 
1.0.5.".....*** (9/-1) 


৩৩১ 
581 ০৩ 


1.8.5: 


৩৩৬৩ 
>|: 
১ 
৩৩1৭ 
=] 
1, 
বি 


১৮৩৮ 
৩৩1১৩ 

4 
1215 
1৩৩ 
১২ 
৩৩1১৩ 
শু 
দি 

4 


অর্থাৎ 2, < (1- 2)-85 /8-1] ৮7) 
স্পষ্টই দেখা যাচ্ছে 4,+1 > 4, এবং যেহেতু %% < 8-1 
+? অতএব {4} অনুক্রমট একান্বয়ে উধ্ধগ এবং আবদ্ধ । 
অতএব এটি আঁভসারী এবং 111 #,= V3—1. 


1৮৫ 


আমরা স্পষ্টই দেখতে পাচ্ছি যে 177) অনুক্রমটি +/5--1. 


উদাহরণ 075: 
অমূলদ রাশিতে অভিসারী হচ্ছে। এখন আমর! (1, R) িভাগীকরণাঁট 
নিম্ন উপায়ে গঠন করাছ | 

10,508 50) 8 (৮+])* <3} 
]ং = {% 2 0: (৮+])* >}. 


উদাহরণ 9. {:,)} একটি অনুন্নম যার /-তম পদ অর্থাৎ 


x তু 8+ ESO SES ITSO +n 


n= 


তাহলে এই Re সঙ্গে সম্পর্কযুক্ত একটি ডেডোঁকণ্ডের বিভাগীকরণ 
নির্ণয় করুন ৷ 


1 
প্রমাণ £ ধর! যাক ,,= 1" 
তাইলে ৪1১2০222218 
স্বভাবতঃই 0; 0 <0: 


অৰ্থাৎ {0} অনুক্ৰমাট একান্বয়ে উৰ্ধ্বগ । 
এখন আমরা প্রথমে 1117 ৫% নিৰ্ণয় করবে৷ ৷ 
নি 


ধরা যাক 7, তাহলে কো?সর দ্বিতীয় সীম৷ উপপাদ্য থেকে 
আমরা পাই 


110) 0): = |} 1.1 = lim (1+; }=! 
n> ১৯7০ 00; +"->০০ 
, 1 
lim m:=1 
n> 
বা, lim a,=1 
n>? 
(TE HOTELL IBD 
এখানে 4৮ 5777৮ দেওয়া আছে 
17542 [৮777৯ “| 
1৯০০ ১ nox 1! 


কোঁসর প্রথম সীমা উপপাদ্য থেকে আমরা বলতে পাঁর_ . 
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lim 47,110 0,= 1] 
৯০০ 


অর্থাৎ {4} অনুকুমাট 1 'এ আভসারী হচ্ছে। 
_ এখন [ এবং [২ বিভাগ দুটি নিয়রূপে নির্ণয় করাছ 
[50:4১] 
1১50 510) 002 == |}; 
আমর! স্বাভাবিকভাবেই প্রমাণ করতে পারি (L, R) একি 
ডেডোঁকণ্ডের বিভাগীকরণ ৷ 


উদাহৰণ 10. যাঁদ 13 V4: +5746 এই সমীকরণে 7 এবং 
11 উভয়ই মূলদ সংখ্যা হয় তাহলে % এর মানের জন্য একটি সূত্র নির্ণয় 
করুন। 

প্রমাণ ঃ ধরা যাক %/-9//4-% (% একটি মূলদ রাশ) 

তাহলে (2%7-7)5-41/24-81/4-6...-.১, (1) 


17735204755 
=[2"+ 2) +6 


৪ 91 Tl 
=n 5) +]6 


অতএব 7 > 5/4 


3 
(1) থেকে পাই ॥ 2 


৮০) 
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6'1 সংহতি (526) ঃ সাধারণতঃ কতকগুলি উপাদানের সমচ্টিকে 
আমরা সংহাঁত (96৮) বলে থাঁক। গাণিতিক সংজ্ঞ। দলে এইরূপ দাড়ায় 
এক বা একাধক নিয়মে আবদ্ধ উপাদানসমূহের সমান্টকে সংহাত বল৷ হয় । 
যেমন 1, 8, 5, 7, ০০০, ৷ এটি একটি সংহাত কারণ এখানে জোড় 
সংখ্যাগ্ীল নেওয়া হয়েছে এবং প্রত্যেকটি উপাদান ঠিক পরবর্তী উপাদান 
অপেক্ষা 9 ছোট । 

6'2 রিক্ত সংহতি (N॥!! 59) 2 যে সংহাতিতে কোন উপাদান নেই 
তাকে রক্ত সংহাতি বলা হয় এবং $ এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে লেখা হয় ৷ 
উদাহরণস্বরূপ বল৷ যায়--ভারতের মাঁহল৷ রাষ্ট্রপাত নিয়ে একটি সংহাত 
গঠন করলে একটি রক্ত সংহতি পাওয়া যাবে । কারণ এখনও পর্যন্ত 
ভারতে কোন মাহলা৷ রাষ্ট্রপাত নেই ৷ 

6:8 একক সংহতি (Singlet০৷ 560) যে সংহাতিতে একটিমান্র 
সদস্য আছে সেই সংহতিটিকে একক সংহতি বলা হয় । যেমন 15. 


8: সসীম সংহতি (Finite 5৩6) 2 যাদি কোন সংহতিতে সীমিত 
সংখ্যক সদস্য থাকে তাহলে সেই সংহাতটিকে সসীম সংহাঁত বলা হবে। 
যেমন 51 2, 4, 6, 8, 101, এখানে 6. সংহাতিটিতে মাত্র 5টি সদস্য 
আছে । অতএব এটি একটি সসীম সংহতি ৷ 


6৮ অসীম সংহতি (]01716 Set)? যাঁদ কোন সংহাতিতে অসীম 
সংখ্যক সদস্য থাকে তাহলে সেই সংহতাটকে অসীম সংহাঁত বল৷ হবে 
যেমন তেল], 3, 8, 7, ‘---*** } একটি অসীম সংহতি কারণ এই 
সংহতিটিতে সদস্য সংখ্যা অসীম ৷ 


66 সংহতিদ্বয়ের সমত! (Equality 01 (০ 9609) ৪ যাদ দুটি 
সংহাতিতে A এবং B এরূপ হয় যে, 4. সংহাঁতাঁটর প্রত্যেকাট সদস্য. [3+র 
সদস্য এবং 3 সংহাতিটর প্রত্যেকটি সদস্য 4১*র সদস্য তাহলে আমর! বলবে। 
দুটি সংহতি সমান এবং 4১- টি এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ করা হবে ৷ 
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6'7 যথার্থ সহ সংহতি (1১:01 901) 96) 2 ধরা যাক A এবং B 
দুটি সংহাত। এখন A'র প্ৰত্যেকটি সদস্যই B’র সদস্য হয় কিন্তু B’র 
অন্ততঃ একটি সদস্য আছে য৷ A’র সদস্য নয় তাহলে আমরা 4১ সংহাতাটকে 
B’র যথার্থ সহ সংহাত বলবো এবং A 2 3 এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ 
করবো ৷ অনেক সময় B’কে A’র আধ সংহাতও (91991 99) বলা 
যায় এবং B 2) A. এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে লেখা হয়। কখনও কখনও 
4১'র সদস্য ]}’র সদস্যের সঙ্গে সমান হয় তখন সেক্ষেত্রে লেখা হয় 4১031 
উদ্দাহরণ ঃ ধরা যাক 4১৯(1, 9, 3, 4, 5 ) এবং B =(1, 9, ৪, 4, 
5, 6, 7,8) ; এখানে দেখা যাচ্ছে /’র সব সদস্য তে আছে বন্ধু 
B’র (6, 7, ৪) সদস্যগুলি 4,র মধ্যে নেই অতএব A CB. 
6'8 ছুটি সংহতির ছেদ (Intersection of two sets): A এবং 
B দুটি সংহাত ৷ যাদ & এবং BB সংহাতদ্য়ের সাধারণ সদস্য নিয়ে নূতন 
সংহাঁত গঠন করা যায় তাহলে ওঁ নূতন সংহাতকে A এবং 73 সংহাতদ্বয়ের 
ছেদ বল! হয় এবং / (৭ 13 এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ কর! হয়৷ 
উদাহরণস্বরূপ ধরা যাক A=(1,92, ৪, 4, 5,6,7,8), B=(4, 5, 
6, 7, 8, 9, 10) তাহলে A 7 B=(4, 5, 6, ৭, 8). 
সুতরাং এথেকে আমরা বলতে পারি 
4৯0৯1 :% 2 এ এবং eB} 
অৰ্থাৎ + = % [08 => 42 4 এবং ৮ = 73. 

ভেনের চিন্রের সাহায্যে সংহাতদ্বয়ের ছেদকে এইভাবে দেখানে৷ হয় £-_ 


4৯ 2 


এখানে ০ অংশাটিকে A এবং 73 সংহতিদ্য়ের ছেদ ধরা হবে । 
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69 দুটি সংহতির সমন্বয় ( Join 01 চম্র০ 960৪) ধরা যাক 
A এবং ]3 দুটি সংহাঁত ৷ যাঁদ A এবং ]3 সংহাতিদ্বয়ের সমস্ত সদস্য নিয়ে 
নূতন সংহাঁত গঠন করা যায় তাহলে এঁ নূতন সংহাতকে 4১ এবং B 
সংহাঁতদ্ধয়ের সমন্বয় বলা হবে এবং A U ]} এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ 
করা হয়। 

উদাহরণস্বরূপ ধরা, যাক 4১-(1, % ৪, 4, &, 6) এবং B=(, 6, 
ঘ,8, 9, 10) 

তাহলে A U 311, 9, 8, 4, ঠ, 6, 158, 9,101 

সুতরাং এথেকে আমরা বলতে পাঁর 

0) 8-1% 542 & বা 458) 

অৰ্থাৎ / = & 00 ৪ ৯ = 4৯ বা % = 8. 


ভেনের চিন্লের সাহায্যে সংহাতদ্বয়ের সমন্বয়কে এইভাবে দেখানে৷ হয় 8 


A 6 
এখানে লাইন টান৷ সব অংশচুকুই A এবং B’এর সমন্বয় ধরা হবে ৷ 
€6'10 তত্ব 1. প্রমাণ করুন A [৭ 4১৯4১ 
প্রমাণ ৪ ধরা যাক % = A.A 
৯25 4 এবং 462 4১ 
সুতরাং A [৭ 4১'র সমস্ত সদস্যই 4১'র মধ্যে অবস্থিত অৰ্থাৎ 
ANA CA... (1) 
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আবার ধরা যাক 92 A> y 2 A এবং ঠ} E A 
== 47 ESE MEAS 
৮০ 48৬) /৬০০০৪০ (i) 
অতএব (1) এবং (11) থেকে আমরা পাচ্ছি A= A [৭ A. 
6'11 তত্ত্ব 2. প্রমাণ করুন A [0 B=B N A. 


প্রমাণ ধরা যাক + EAN 8 => ৮ 2. এবং EB 
₹৯ 45273 এবং £% EA 
৯:45 7377 এ 
40 BIS A 
612 তত্ত্ব 8. প্রমাণ বরুন A [0 (3 |] C=(AnNB)nNC 
প্রমাণ ঃ ধরাযাক + EAN (B 1 0) 
€₹৯4/5 &১ এবং [42870] 
€৯ 45 & এবং [4:52 8 এবং 450) 
€₹৯ 145 4 এবং 42 81 এবং EC 
₹৯452 (478) এবং 462 0 
€₹৯4%5 (40. 8)7.0, 
4১0 (BIO EAA BRAC 
6'18 তত্ত্ব 4. প্রমাণ করন (1) % [783.2 &%,({}) 17 032 73, 
প্রমাণ ৪ ধরা যাক 42 & ৭ B=S+ 52 & 
IAA BY EEA 
আবার +%€EAnNB>+EB 
4৮080 8. 
614 তত্ব 5. প্রমাণ করুন যদি U কোন সাৰ্বভৌমিক (Universal) 


সংহাত হয় তাহলে A [৭ U= A হবে (পরে সাৰ্বভৌমিক সংহাঁতর 
সংজ্ঞা দেওয়া হয়েছে ) । 
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প্রমাণ £ আমরা স্বাভাবকভাবেই জানি A NU € A..-.... (0) 


আবার % €EA৯%6U 


#+EASকEAN 


U 


অৰ্থাৎ AC An UW... (i) 


অতএব (1) এবং (11) থেকে আমরা বলতে পার A [7 U = A. 


6'15 তত্ত্ব 6. প্রমাণ করুন A U (7 


UC)=(AAUB)UC. 


প্রমাণ £ ধর৷ যাক + = A U (B U 0) 


এ 2. 
SEA 


বাঞ৫ে€BUC) 
বাণ্চ = উবা%52 0} 


৯ 152 এ বা 42 8 বা$250 
<> % 2 (073) বা %52 0 
ডু 452 (4 073) 006 

অৰ্থাৎ 4 / (3 U CO=(A U B)-U C. 


6'16 তত্ত্ব 7. যদি U একটি সাৰ্বভৌমিক সংহাত হয় তাহলে প্রমাণ করুন 


৮৬৬) 1৬] 


প্রমাণ 2 যেহেতু ঢা সার্বভৌমক সংহত অতএব আমরা বলতে পারি 


৪৯১৬] 00৮1৮] 
আবার আমরা জান U €C AU U 


অতএব (৫) এবং (11) থেকে আমর! 


6°17 তত্ব 8. প্রমাণ করুন A U B= 


ee (i) 


বলতে পার AUU =U 


BUA 


প্রমাণ £ ধরা যাক ৮ € A ৯৯42 4 বা 3 


—>%# = 8 বা 42 &. 
-৯4/62 0300 &. 


18 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাঁততত্তব 
=, AUBCBUA:-...0) 


আবার পরা 318 UR NE BIER 
>yEATyEB 
=>?) = 73 বা?) 2 4 


1810) 435৬) 155555 (1) 
(3) এবং ৫1) থেকে আমরা বলতে পার 4 U B=B U 4৯ 
6:18 তন্ব 9. A এবং 3 দুঁট সংহাত হলে প্রমাণ কর! যায় 
(0) 42 ১073 এবং (88) | = 4১ 0). 
প্রমাণ (3) ধরা যাক ৮ = 4১ => %. = & ব৷ % = B. 
=> 2 4008 
॥ A EA UB. 
(ii) অনুরূপভাবে B 2 4৯ 0 ]) প্রমাণ করা যায়। 
6'19 তত্ব 10. প্রমাণ বরুন AC BSA U B=B. 
তত্ত্বাট প্রমাণ করতে গিয়ে আমাদের দেখাতে হবে 

(i) AC B>AUB=B. 

(i) 40 উল - 45 8. 

() প্রমাণ £ ধরা বাক % 2 4২ 003 ৮৯12 4 বাঞ্ড 5 9 
=> % 2 8 বা 2 
=> &% 6B. 

অতএব AU BC B:-..-- (ক) 

আমর৷ পর্বে দেখোঁছ B = A U B ----.- (খ) 

অতএব (ক) এবং (খ) থেকে আমরা পাই 

4৯ 03 => % 0 উল, 
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(৫1) বপরীতন্রমে ধরা যাক A U B= B. 
আমরা প্রমাণ করবো 40 73. 
প্রমাণ 2 ধরা যাক 452 ৯ => /০৮ 2 &বাঞ্চ=ট 
-৯4৮52 ঞ&১ 0৪ 
=> = B. 
40 3 প্রমাণিত হ’লে ৷ 


6°20 তত্ত্ব 11. প্রমাণ করুন A C BS A [0 B=A. 
প্রমাণ 2 এটি প্রমাণ করতে গেলে আমাদের. দেখাতে হবে 
(ক) AC B>AN B=A. 
(খ) ANB=A=ACEB. 
(ক) ধর৷ যাক * 2 4৬ -৯412 এ এবং 42 &. 
=> % € A এবং ৮2] [ যেহেতু ACB] 
— rn ত [|]; 
2১৬18 
কিন্তু আমরা জানি 4৬7 B C A. 
অতএব A 2 B.> AN B=A. 
(খ) ধরা যাক A {) B= A আমরা প্রমাণ করবো A € B 
এখন 2 / => %£/ 2.৬, এবং *% EBL[..A=ANB] 
= % EB 
অতএব A CB. 
অতএব AC 83 €₹৯ 4৬07 B=A. 
621 দুটি সংহতির ভেদ £ ধর৷ যাক A এবং B দুটি সংহাঁত । 
4 সংহাঁতর সেই সমস্ত সদস্য নিয়ে একটি সংহাত গঠন করা হ’লে৷ যার৷ 


B সংহতিটির সদস্য নয় তাহলে এই নূতন সংহাতাটকে দুটি সংহাঁতর ভেদ 
বলা হবে এবং 4১9 এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ কর হয়৷ 
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উদাহরণস্বরূপ ধরা যাক A={ 1, 2, ৪, 4,5, 6} 
এবং B={4,5,6,7,8,9,10} 
তাহলে 41 1, 9, 8} এবং 34১৯ 7, 8,9, 10) 
6:22 তত্ত্ব 12. যাঁদ A এবং B দুটি সংহাত হয় তাহলে প্রমাণ 
করুন 47. (3-_-4১)৯%, 
প্রমাণ £ এট প্রমাণ করতে গেলে আমাদের দেখাতে হবে 
(ক) 4১7 (৪ -=/) 2 %, (খ)% 2 4১-(3-4৯), 
(ক) ধরা যাক + € 4৬0 (3-4১) 
=> ৮ = & এবং ৮ = B-A. 
৯475 4৯ এবং {% = 3 কিনু % % 4১) 
=> % = 4৯ এবং { % ৫ ‘১ কিনু ৮ = 8} 
=> { 4 € & এবং % 6 41 এবং ৮ EB 
-৯45% এবংগা =] 
=> ৮ € $. 
অতএব 4১1 (B-A) 0 %. 
(খ) আমরা জানি % সংহাতাট: প্রত্যেক সংহতির সহ সংহত অর্থাৎ 
% 2 % [7 (8-১). 
(ক) এবং (খ) থেকে আমরা বলতে পাঁর A [7 (B- /৬) = ৫. 
628 তত্ত্ব 18. যাদি A এবং B দুটি সংহাত হয় তাহলে প্রমাণ করুন 
AUB=(A-B)UEB. 
প্রমাণ ৪. আমরা প্রমাণ করবো (কে) 4 0) B C (A-B) U B 
(খ) (4-73) 08 0 & 0৪ 
(ক) ধরা যাক + = 4৬ UB 
৯5 4 বা 2 3 
২৯52 বা 4 22% 
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₹৯1475 উ বা%2 4) এবং [45 8 বা% ৪8) 
-৯4%2 বা (৮ 2 এবং % ৪: 8) 
ল৯4%:2 03 বা 42 453 
=>ঞ 2 43 বা%5 8 
=> 42 (4598) 0 8 
অতএব AU BC (৯-8) 09৪ 
(খ) ধরা যাক % = (A-B) UB 
2>4EA-Bবা#4€B 
2>%EBব#EA-B 
=>ঞ 23 বা{% 2 4 এবং % ৪ 8) 
=> {%৮ 2 বা % 2.4} এবং [412 বা 4 ৪৫31 
=> {% 2 4৯ বা 412 79) এবং1% 5 3 বা%52 9) 
লু: বা % 098 
লি 42 4১08. 
অতএব (4-73) 0802 4১0৪. 
সুতরাং (ক) এবং (খ) থেকে স্পষ্টই বলা যায় , 
* 4১ B=(A-B) UB. 
9:24 সংজ্ঞা 8 সংহাতর পূরক (Complement of a set). 
U একটি সাৰ্বভৌমিক সংহাঁত এবং A একটি সংহাত। তাহলে 0-_4,কে 
A সংহাতর পূরক সংহত বলা হবে। এটিকে কখনও A' আবার 
কখনও 0৫১) প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ করা হয়। 
মনে রাখা প্রয়োজন যাঁদ 42 4১ => % € 4৯. 
আবার এ 2 4৬ => 4 € A. 


6'25 তত্ব 14. প্রমাণ করুন 4-14১003- 314৬ 
প্রমাণ 2? প্রথমে আমর! প্রমাণ করবে৷ A- B= /১(৭]3'. 
6 


৪2 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাঁততত্ত্ব 


ধরা যাক ৮ = 4৯- 
> %* 2 4 এবং ৮ % 8 
2% = 4 এবং %' = ]3/ 
ৰ্ী = & [৭8 
/%--]}}= 4৯073? ঢ় 5০ (1) 
এবার আমরা প্রমাণ করবে৷ A- B= B'=A'. 
ধরা যাক + 52 :4১--]3 ৯ + 24% এবং % % B 
S%& 44 এবং ৮ 2 31 
€₹৯ 45 এবং % = &. 
€৯ 42 81744 
অতএব আমর! পেলাম A- B= B'- 4২৫ 


এখন (i) এবং (11) থেকে পাই 
A-B=A NBS BSA 


626 তত্ব 15. প্রমাণ করুন A-B=+ SAC B 

প্রমাণঃ A-B=+ ৬ 
=> A NN B'=+ (পূর্বের তত্ত্বটি দুণ্টব্য ) 
=> A এবং [31 বিচ্ছোদত 
=> 252 & 7৯4৪ 031 
-৯4/52 4& => 4৯% 28 
=> ACB. 

বিপরীতন্লমে ধরা যাক A 2 73. 

তাহলে 4-73২14 :42 4 এবং % ৪73) 


14:45 3 এবং % ৪ 97 
-% 


(ii) 


0) 


(i) 
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(i) এবং (1) থেকে আমর! বলতে পাঁর A-B=+ ৯ AC B 


6°27 তত্ব 16. প্রমাণ করুন A- B= A & ANB=+ 


প্রমাণ 2 ধরা যাক A- B =A. 


তাহলে 4 = 4১703 => % 2 Aবং# EB 
=> 2 4১-3 এবং%52 ট 


=> { % 2.১ এবং +৫ B } এবং 4678 
=> { % 2. } এবং 145 এবং 46) - 
=> & 24১ এবং ৯54 
ন > 5%, 
এবং 4১-73-4৯০৯ ANB C % কিন্তু % 2 ANB. 
অতএব /১*--]} = 4১ => 408 =. 


fF 


{বপরীতন্রমে ধরা, যাক AN B=+. 
আমরা ধরে নিলাম 4 6A => % 6A এবং {4 6B ব৷ 4৪91 
15624 এবংণ 2 31 
বা [4:54 এবং % ৫B} 
=> 24973 বা + 52458 
লু 402:% বা 42 45 
=> %* 2 4-73. 
তাহলে আমরা পেলাম 4১073-% => A = 459 
কিন্তু Aৎ- BCA 
অতএব ANB=+ => A- B= A. 
6:28 তত্ত্ব 17. প্রমাণ করুন ACB & AUB=B. 
প্রমাণ 2 ধরা যাক ACB তাহলে আমাদের প্রমাণ করতে হবে 


AUB=B 
ধরা যাক + € AUB? 44% বা 4 6B. 


৪4 বাস্তব সংখ্যা ও সংহতিতত্ব 


=46Bব 8 
=> EB. 
সুতরাং আমরা পেলাম AUBCB 
কিন্তু আমর। জান 13 সংহাতিটি সৰ্বদাই A UB সংহাঁতাটর সহ সংহাঁত। 
অতএব A 073 => & 03 = 3. 
বিপরীতক্রমে ধরা যাক AUB = B তাহলে প্রমাণ করতে হবে ACB. 
ধরা যাক + 24 => * 524 বাণ 283 
> 45403 
=> 4 EB. 
সুতরাং AC B 
অতএব AC BS AUB=B. 
629 তত্ব 18. প্রমাণ করুন ACB = An B= A. 


প্রমাণ £ ধর! যাক AC B আমাদের প্রমাণ করতে হবে AN B = A. 
ধরা যাক Z EA => + EA এবং EL 

=> 4654 এবং 458 

45473. 
অতএব A 04১1713 কিন্তু AN BC A. 
সুতরাং ACB => An B= A. 
বিপরীতক্রমে ধরা যাক A 0B = / তাহলে প্রমাণ করুন ACB 
ধরা যাক EA 4১073 => ৮ 2.% এবং 423 

=> ৯ ]3. 
ACB 

অৰ্থাৎ ACB 5 AnNB= A. 


680 তৰ্ব 19. প্রমাণ করুন [CCA এবং CCB] = 00417. 


প্রমাণ ৪ ধরা যাক 004 এবং 0073 তাহলে প্রমাণ করতে 
00470. 
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ধরা যাক + EC => ঞ = 2 এবং * 26 
=> % 2. এবং + EC 
=> 22 ANB. 
00473. 
অতএব [CCA এবং CCB] > CC ANB. 
বিপরীতন্লমে 0৫403 তাহলে প্রমাণ করতে হবে 
0০৫4 এবং CCB 
426 7 45477 
=> 2 4 এবং 45 3 
-৯5 (= 
অতএব CCA. 
অনুরূপভাবে ধরা যাক 420 => 45473 
=> 4654 এবং ৮ EB 
ডু 4 => % 21, 
অতএব 0০63. 
তাহলে আমরা পেলাম €2. ANB => 024৯ এবং CCB. 
অৰ্থাৎ আমরা দেখতে পাচ্ছি = 
[৫2১৯ এবং ৫2ট] ল{* CC ANB. 
6:81 তত্ব 20. প্রমাণ করুন BCA => ]}} 902৫2 AUC এবং 
7370 04১70, 
প্রমাণ ঃ = BUC2>%#E BTEC 
44 বা + EC 
=> -ঞ.= AUC: 
এখানে আমরা পেলাম B cA হলে 
যে কোন 42 ]} 02৫ => ৮ EIAUC: 
অৰ্থাৎ BUC € AUC. 


৪6 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাতিতত্ 


ধরা যাক) = 89[762 => 9 = 3 এবং) = 0 - 
-৯/5 £এবং)9 26 
=>?) = 41070. 
অতএব BCA=> BNC 2 AUC. 
6182 তত্ব 21. প্রমাণকরুন [A 20 এবং B CC] > AN BCC 
প্রমাণ £ঃ ধরা যাক + 2.4, .)3 => ৮=.% বাণ 28 
-৯ 4650 বা %2 0 
-৯ 4650 
অতএব যদি [ 4১00 এবং 300] হয় তাহলে 
৮5 4১073 => ৮৫. 
অর্থাৎ AUB Cc 0, 


6'88 তত্ব 22. প্রমাণ করুন 4,573 =>/+- ৫ 2 73-0, 


প্রমাণ 2 ধরা যাক + 213-0-4213 এবং % 2 0. 
-৯ 454 এবং ZC 
-৯% 24১৯০, 
অতএব A2B => 8ম = ৫2৯ - ৫ 
=> A-C2B-C 
684 তত্ব 28. প্ৰমাণ করুন AUB=AnNB ₹৯ A=B. 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক AUB= AB আমাদের প্রমাণ করতে হবে 
483 
ধরা যাক * =. => ৮ 2.4 বা 4253 
ল(> ৮ EAUB 
>৯% 54773 
=> ৬ =. এবং *=8 
=> ৮ 2. 
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অতএব AUB = 4১073 => ACB 
আবার % 28 => %* = 8 বা % 2 4৯ 
. ==% 2 & বা 458 
১ _4%54১08 
27%EANB 
=> 4EA এবং 458 
=> ¥#EA 
অতএব AUB=AnNB >B CA. 
সুতরাং AUB=ANB=> A 28 এবং 8 2. 


=> = ]3ন 
'বপরীতক্রমে ধরা যাক A = B তাহলে দেখাতে হবে 
4১73 = 4073. 


ধরা যাক £%54003 => %24&& বা * EB 
লক 4৯ বাঞ্ড 4৯ 
=> 454 
=> 4654 এবং 464৯ 
=> 424 এবং 4573 
=> #EANB. 
অতএব A=B>AUB C ANB -০= (1) 
আবার ৮ € ANB => % 4১% এবং % 89 
== ঞ% 24. 
৯4624 বা 4573 
== 454১0. 
A=B=>ANBC AUB Ee (ii) 
এখন (i) এবং (1) থেকে পাই 
'%,=]}} => 080 08 এবং 4730 AUB 
=> AUB=ANB 


88 বাস্তব সংখ্যা ও সংহাঁততত্তব 
অতএব AUB=ANB > A=B. 
6185 তত্ত্ব 24. প্রমাণ করুন A-(A-B)= ANB. 


প্রমাণ 2 ধরা যাক +EA-—-(A-—B) 
ৰ 4€4 এবং £৪24- 
€৯ এ% = এবং {= 454-31 
> 454% এবং { = 054 এবং ৮৪9) 
ৰ /54 এবং { = এ2.% বা 91 
€₹৯ 54৯ এবং 1৮৪4৬ বা ৯1} 
€৯ (%৮ 54১ এবং 46৫4১) বা (54 এবং ৮ 6B) 
> 4€% বা EANB [... ঞ%ক ] 
€₹৯4540. 
অতএব 4- (41-73)- 41713. 
6'86 তত্ব 25. প্রমাণ করুন 
(459) U (B-A)=(AUB)-(AnNB). 
প্রমাণ 242 (A-_B)U (3-4১) 
€₹৯ 45 (2১573) বা 45 (3-4১) 
€৯ (৮ EE 4 এবং %৮ ZB) ( % 2 3 এবং 4 ৪ 4১) 
€৯ {(% € A এবং 4603 ) বা + € 18} এবং (EA 
এবং % ৫ B)বাঞ ZA} 
€৯ 1423 বা (2 4 এবং % 2 BJ} এবং [৮ 6 A 
বা (45 4৯ এবং % & B)} 
€৯ (৮57 বা4.2 &) এবং (42 3 বা ৮ ৪79) 
এবং {(% ৪ A বা 47244) এবং (॥& A বা +2 B)} 
€₹৯(54 বা 513) এবং (53 বা +&2B)} 
এবং (ZA বা 424১) এবং (ZA বা 4৪3 )} 
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₹৯462 (৯3) এবং 4 % ANB. 
ল ৮ = (৪)- (47) 
অতএব (A - B)U (৪ = A)=(AUB) (ANB). 


০০ 4 ০০ 
6'87 তত্ত্ব 26. প্রমাণ করুন [94০ = {/7, As} 


০০ 1 ০০. 
প্রমাণ £ ধরা যাক 45 19 As €৯ 4 ত Uy 


S24 64১1, 12 
> & 24১," ¥n 


ক 45207. Bs 
1 


(0A =n A) 
usl n=l 
6:88 অংজ্ঞা 8 সংহাঁতদ্বয়ের গুণন (Product of two sets) 
A এবং B দুটি সংহাঁত ৷ তাহলে 
AxB={(a, bi): 0; 6A, 6B} 'কে সংহাতদয়ের গুণন 
বলা হয়। দৃণ্টান্তস্বরূপ ধরা যাক A= (1, 2, ৪) এবং B= (4, 5) 
এখন A 3 = {(], 4), (1, 8), (2, 4), (2, 8), (8, 4), (8, 5)} 
অথবা A ৯73 = 16৫৯, bi); ৫554৯, 328 
৪:89 সংজ্ঞ|ঃ প্রাতসম ভেদ (Symmetric difference). ধরা 
যাক ১ এবং ]3 দুটি সংহাঁত, তাহলে (A B)U(B- 2) *কে প্রাতসম 
ভেদ বলা হয়। এই প্রাতসম ভেদকে A ১ 7 প্রতীক "হন দিয়ে প্রকাশ 


করা হয় । যেহেতু দুটি সংহাতর সমন্বয় বানময়যোগ্য সূত্র মেনে চলে সুতরাং 
(A-B)U(B-A)=(B—- A)JU(A-—B). 


অৰ্থাৎ A A B=B A A 
অৰ্থাৎ প্রাতসম ভেদ 'বানময়যোগ্য সূত্র মেনে চলে ৷ 
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6.40 তত্ত্ব 27 
প্রমাণ করুন (ক) A AA =$ 
(খ) 4১ % =A 
(গর) 4 £& 0 ₹% ₹৯ 4 লা 
প্রমাণ (ক) AAA = (&-&) |) (4-4) 
= U %. 
-%, 
খে) A &%৯৫১-%)০/-4১) 
=)? 
= A. 
গে) A 2 ট=$ S(A-BJU(B-A) 
€৯ 4-8৯% এবং B-A=s. 
৯ & = ]}, 
6'41 তত্ব 28. যাদ ACB হয় তাহলে প্রমাণ করুন 
AXA 2 &%৪)17 (03৮4). 
প্রমাণ £ ধরা যাক (৮, )) € Ax A এবং % E A,y EA. 
যেহেত 4০ 8 => % = 8, }/ 2 73, 
এখন 45 4,915 BSG 9) = 4৮3, 
58,915 &৯৯&, 9) 2 3১৮4, 
অতএব (%, 9) 2 4৯ ৮73 এবং Bx A. 
> (%, 9) = (১৯৪)17 08 X A). 
অতএব 4১১4১ ৫ (A XB) নি 033.8); 
6:42. তত্ত্ব 29. প্রমাণ করুন A X(BUC)=(A xX B)U(A ৯০), 
প্রমাণ; ধরা যাক (4, 9) € A x (BUC) 
-৯ 42 4 এবং 2 BUC. 
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=> 412 / এবং { 3) 8 বাঠা eC 
=> (৮ 2 & এবং ) = ৪) বা 
(% 2 & এবং 925 2 
— (45,5) (2 /% ৮ বা (৮, $) = AXC 
= (৮, 9) = (১৯৪) 0) ৯০) 


অতএব £৬ ৮ (3000) 2 (৯৮৪) (৬৯৮০) -- (6) 


আবার ধরা যাক (৫, 0) = (AXB) U (৬৮০) 
=> (৫, 0) = 4১৮ বা 2৮০ 
=> (৫ = /%%, 0  ]3) ব৷ (৷ = £১এবং 95০) 
=> ৫2:/% এবং (১28 বা 0 0) 
=> EA এবং LE(BUC) 
=> (৫, DEA (9১০), 


অৰ্থাৎ (A ১<]3) ) (&% < CJC A < (BUC). ঢ় (ii) 


অতএব (i) এবং ({i) থেকে আমর! পাই 
AXxX(BUC)=(AXB)U(A XC). 


8:48 তত্ত্ব 80. প্রমাণ করুন A (300) (৫১ xX BN (A XC). 


প্রমাণ £ ধরা যাক (%, )) 54১ এ (817.0) 
=> 464১ এবং 95806 
=> ৯.১, (১ =]3 এবং 950) 
=> (4654১, y EB) এবং (EA, y EC) 
=> (৮, I) EAXB এবং (%, 9) 2 (১ xX C) 
=> (৮, J) E(A xX BAA XxX 0). 


অতএব £% % (30.0) 2 AXB)M(A xC) ক 
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অনুরূপভাবে আমরা দেখাতে পার 
(4১৮৪) (4৮0) AX(BNOC). ৮:10) 
অতএব (i) এবং (৫) থেকে আমর! বলতে পার 
4১৮ (307 0) = &১ 8) 7 A xO). 
-6'44 তত্ব 81. প্রমাণ করুন 
(৫ %৪)07(০১৮0)৯৫১70) xX (BND). 
প্রমাণ £ঃ(%,)) 2 (A x B)N(C x 1)) 
=> (,9)5 A XB এবং (%, 9) 52 0৮7) 
=> =, 518} এবং {৮= 0, ) = 12} 


=> (%€A এবং 450) এবং 11288, ১212} 
=> +EANC,y EBND 


=> (৮, ১) = (% [7 0) * (8712). 
অতএব (4৯ ৮3) [7 (0৮7) 2 (400) * 03171)... 0), 
অনুরূপভাবে আমরা প্রমাণ করতে পার 

(ANC)x(BND) 2 (2৮3) 17 (0৮70) .... (i) 
এখন (i) এবং (7) থেকে আমর! সহজেই বলতে পাঁর 
(AXB) nN (Cx D)=(AnOC) x (BND). 


645 তত্ত্ব 82. প্রমাণ করুন AUB=(A A BJA (ANB) 
প্রমাণঃ (A AB) A ARB. 
={A-B) U (B-A)} A (ANB) 
={A-B) U (B-A)-(AnB)J} U {AnNB) 
=(A-B) U 03-4১) 
={(A—B) U (B=A)} 0) (73) 
=(A-B) U (B= 5) U ৫১73) 
=AUB. 
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6:46 তত্ব 88. 4১08 ১০) ৫১78) A (ANAC) 


প্রমাণ ঃ A Nn (3 A ০)৯7108-0) 0 (৫- ট)} 
={AN(B-C)} U {An(C-B)} 
={(ANB)-(AnNC)} U (ANC)-(AnB)} 
=(ANB)A(ANO). 


‘6°47 তত্ব 84. A, B এবং € যে কোন তিনটি সংহাত। প্রমাণ করুন 
An (BUC)=(ANB) U (4170). 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক + € A? (BUC) 
-৯4/€24৯ এবং *=819 6 
=> 254 এবং {+ 6B বা +60} 


[ *স্বতসত্য (Tautology) //২(৫৬+) > (১ Aq) ৬ (?/৬৮)] 
=> (৮54 এবং 453) বা (৮54 এবং % 60). 
-৯%5(703) বা +e(ANC) 
=> = (১8) U (ANC) 

অৰ্থাৎ AN(BUC) (73) U (ANC) এ" (}) 

এবার ধরা যাক, 

YE (ANB) U (ANC) 

>y€(ANB) ye (ANC) 

=> (054 এবং ) 213) বা (/ 6A এবং 950) 
=>) EA এবং (y = 8 ব৷ ৯20} 

=> yEA এবং (৮ = 81) 0) 

> yEAN (BUC) 


*স্বৃতসত্য £ যে বাক্য আবাশ্যকভাবে, অনিবার্যভাবে, আকারবশতঃ 


সত্য 
তাকে বলে স্বতসত্য (বাক্য ) ৷ 
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অতএব (4B) U (ANC) 2 AN(BUC) এ (iy 
এখন (1) এবং (81) থেকে পাই 
4১0 (300) ৫১০৪) U (ANC). 


6:48 তত্ব 85. 4১, B এবং 0 তিনাটি সংহাঁত হলে প্রমাণ করুন: 
AU(BNC)=(AUB) 7 (AUC). 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক %2 AU(BNAC) 
৯ 4654১ বা %52 3076 
=> 64৬ বা 1%5 এবং #০60} 


[ টটোলাজ pV (0/১/) => (৮৬) A (/১/%)] 
=> (০54 বা 457) এবং (454 বা £%50) 
2 # E(AUB) এবং #E(AUC) 
=> +E(AUB) 7 (AUC) 
অৰ্থাৎ আমর! পেলাম AU(BN C0) ০ (AUB)N(AUC...() 
আবার ধরা যাক Y€(AUB) [৭ (AUC) 
=> yE(AUB) এবং 92৫১০) 
=> (yEA বা 0273) এবং () 6A বা 9520) 
৯954৯ বা (9273 এবং 950). 
=> YEA বা (058170) 
০৯54১ (BNC). 
অর্থাৎ আমরা এক্ষেত্রে পেলাম 
(AUB) 7 (০০) AU (BNO). ‘= (}} 
অতএব (}) এবং (11) থেকে আমরা পেলাম 
AU(BNC)=(AUB) N (AUC). 
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6:49 তত্ব 86. A, B এবং 0 তিনটি সংহাত হলে প্রমাণ করুন 


A-(BUC)=(A-B) nN (-০). 
প্রমীণ £ ধরা যাক +€A-(BUC) 
=> #EA এবং +&(BUC) 
এখন %'% (3 ৷.) 0) => +% 213 UC এর নঙ,থক বক্তব্য ৷ 
অৰ্থাৎ 4513 বা 4:20 এর নঙ, থঁক বক্তব্য ৷ 
[কিনু (১) 2 (=; /২ =) একটি টঠোলাঁজ ] 
"4 (300) => 4913 এবং ৪0 
‘. +EA-(BUC) ৯৯454 এবং (৪3 এবং %৪:০) 
=> (4654 এবং % ৫13) এবং (6A এবং % ৪0). 
[টটোলাজ //১(7/১) > (Ag) A (//১/)]. 
=> 465204১5103) এবং 5 (-0). 
ল৯/65(4-73)0(4-0০) 
অর্থাৎ A-(BUC) 0 &৯-73)0704-0) 27) 
আবার ধরা যাক 75(4-173)0(4-0) 
=> yE(A-—B) এবং yE(A-—C) 
=> (y EA এবং 9973) এবং (0154 এবং ৯1 60) 
=> YEA এবং (0913 এবং ৮ ৫0) 
91524 এবং (YZ BUC) 
=> 90-4১-3000) 
অৰ্থাৎ (A-B) nN(A-0O) 2 ১5030) ১1 
এখন (1) এবং (11) থেকে পাই 
A-(BUC)=(A-B)n (৯-০), 
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৪:50 তন্ত্ব 87. 4১, B এবং (: তিনটি সংহাত হলে প্রমাণ করুন 
£&- (30.0 = (১৫-83) U (১-৫), 
প্রমাণ 2 ধরা যাক 424১ (3 NC) 
=> 4%€2 4৯ এবং % ৪7300. 
2৫ BNC বক্তব্যটি £ 13 70 এর নঙর্থক বক্তব্য অৰ্থাৎ 
(5 এবং % 0) এর নঙর্থক বক্তব্য 
[ কিছু - (?/৬৫) ৯ = ? V > একটি টটোলাজ ] 
"৮৫000 ৯ %& %]3 বা 60, 
-. ৮2./%- (3.0) => 454৯ এবং (৪ বা £৪০) 
=> (EA এবং % %]3) বা. (4x EA 4৪৫০) 
=> % (১ - ]}3) বা * = -০) 
= ৮2 (4১-৪) ০ (১-০ 
অৰ্থাৎ A-(BNC) 2 (A-B) U ১-০) (i) 
আবার ধরা যাক, 
yE(A-B)U ৫১-০)৯৯ yE(A-B) বা )2(৬-০) 
=> (9654১ এবং 988) বা (954 এবং 76৫0০) 
> YEA এবং 09৫13 বা 9 % ০) 
৯754১ এবং ) 6:12 (7 2 
=> ৯ 2/১- (072) 
অৰ্থাৎ (A-B) U (১-০) 2 4-0370) (i) 
এখন (}) এবং (}}) থেকে পাই (A&B) U(A-C)=A-(BnO) 


সপ্তম অন্যাস 


বৰ্ণনামূলক সংহতিতন্ব 


7'1 সংজ্ঞ৷াঃ পাঁরণাম বিন্দু (Limiting point). ধর। যাক A একটি 
সংহতি এবং % 24 এখন ’কে A-সংহাতর পাঁরণাম বিন্দু বলা হবে 
যাঁদ 4"কে ঘরে যে কোন প্রীতবেশী অঞ্চল (neighbourhood) G গঠন 
করা যায় এবং এই প্রতিবেশী অঞ্চলে 4 তি /১-সংহতিটির অন্য কোন 
সদস্য অবস্থান করে । 

অর্থাৎ (G-4) 1074১৮% এখানে "কৈ প্রাতবেশী অঞ্চল বলে 
ধরা হবে । 


7'2 জংজ্ঞা £ রুদ্ধ সংহাত (Closed 560. যে কোন সংহাত 
A-কে রুদ্ধ সংহতি বলা হবে যাঁদ -সংহাঁতটির সমস্ত পারণাম বিন্দুগুলি 
এ /১-সংহাতটির মধ্যে অবস্থান করে । 


দৃণ্টান্তস্বরূপ ধরা যাক A= রি, ঠ, , ""'""" 2 ঢ় 0} 


এখানে 0 হচ্ছে /১-সংহাতটির পারণাম বিন্দু এবং 054২ অতএব 
/৬-সংহতিটি রুদ্ধ । 


দ্ব'ঠ সংজ্ঞা £. অন্তন্থ বিন্দু ([nterior point). যে কোন বিন্দু ’-কে 
A-সংহাঁতর অন্তন্থ বিন্দু বল৷ হবে যাঁদ 3 ডে যার মধ্যে % অবস্থান করবে 
এবং 6 2 A হয়। অৰ্থাৎ %5 004. 


7'4 সংজ্ঞ| £ উন্মুক্ত সংহত (090. 5৩). যাদ কোন সংহাতর প্রত্যেকটি 
বিন্দুই অন্তদ্থ হয় তাহলে এ সংহাতিটিকে উন্মুক্ত সংহতি বল৷ হবে ৷ 


দত তত্ব 12. যাঁদ ১, As, As CAD ENN সংহাঁত৷ 
প্রত্েকটিই উন্মুক্ত হয় তাহলে ৩ 4৮ উন্মুক্ত হবে । 


প্রমাণ £. ধর! যাক A= UA, 


7 
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এখন মনে করা যাক * 2 /%= 0} As 


n=1l 
=> %€ A, 1!-এর নিৰ্দণ্ট একটি মানের জন্য 
=? একটি প্রতিবেশী অণ্ডল G সংজ্ঞানুষায়ী পাওয়া যাবে 
যার মধ্যে % অবস্থান করবে এবং 6.2 A, হবে ৷ 
=> ‘2 GCA, CA 


=> 2 62.= 0.4, 


n=l 


এ থেকে আমরা বলতে পার U A উন্মুক্ত । 
অনুসিদ্ধান্ত 1. A,, 4১৪, As, ed ১১%, ----------* সংহাতিগুলির 
প্রত্যেকটি উন্মুক্ত হয় তাহলে নি A, উন্মুক্ত নাও হতে পারে ৷ 


এই অনু ্সদ্ধান্তটি প্রমাণ করতে গেলে আমরা একটি উদাহরণের সাহায্য 
নেব। 


ধরা যাক 4,= |-- 4’ ন | তাহলে |] A,={ 0}. 
এটি একটি বন্ধ সংহতি ৷ 
7"6 তত্ব 2 2. A, Agee £%%, সংহাতগুলির প্রত্যেকটি উন্মুক্ত হ’লে 
NA, উন্মুক্ত হবে । 
প্রমাণ ই 'ধরা যাক 4০0. AL, 
তাহলে আমরা দঁটি ঘটনার সম্মুখীন হব, 
(ক) A=+ এবং (খ) 4১৮ %. 


(ক) যখন £১= তখন A উন্মুক্ত সংহাত। কারণ %'কে উন্মুক্ত 
সংহাঁত বলে ধরা 9 থাকে। 
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খে) 4240 A, 
=> EA, Yr. 
=? -কে ঘিরে একটি প্রাতবেশী অণ্ডল (৫;, [7) পাব, যার ফলে 
(0, 10) 04৮ হয় | 
ধরা যাক = ৫4 (00%, 002,""-""* ন) 
এবং 0৯1৫4 (0২, Bs, ১৭) 
তাহলে %5(0৫, 9) C A; 
স্বাভাবকভাবেই বলা যায় += (৫, 0) 2 NA=A 
স্পষ্টই দেখা যাচ্ছে 4 বিন্দুটি &-সংহাঁতটির অন্তস্থ বিন্দু । এবং যেহেতু 
একে গছন্দমতো নেওয়া হয়েছে অতএব আমরা বলতে পার A-র 
প্রত্যেকাট বিন্দুই অন্তস্থ বিন্দু । অৰ্থাৎ A = nN A, উন্মুক্ত । 
771. ড় 
"7 সংজ্ঞা ঃ উদ্ভূত সংহাঁত (Derived 36). যাদ কোন সংহাঁতর 
পারণাম 'বন্বুগুলি নিয়ে একটি সংহাত গঠন করা যায় তাহলে এ নূতন 
সংহাতিটিকে উদ্ভুত সংহত বলা হবে ৷ 
যদি A একটি সংহাত হয় তাহলে A-সংহাঁত থেকে জাত উদ্ভুত 


সংহাতিকে D(A) প্রতীক চিহ্ন দিয়ে লেখ! হয় ৷ প্রসঙ্গভ্রমে বল৷ প্রয়োজন 
যে কোন সংহতি রুদ্ধ হবে যদ D(A) CA হয় ৷ 


778 ত্1812 217271827৯০ + 2১% -০০**--সংহাতিগীলর 


প্ৰত্যেকটি রুদ্ধ হলে প্রমাণ করুন a A, রুদ্ধ হবে। 
= 


প্রমাণ £ ধরা যাক 4১0,4৯৯ 4১045 ৮2 


(ম ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যার সংহাঁত ) * 
= D(A) 2 ]2(&%) 
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০ 


যেহেতু প্রত্যেকটি /%, রুদ্ধ অতএব 


D(A) C Ay, 
900১) ০044৮ cn oe ( 


(1) এবং (1) থেকে আমর পাই D(A) CA 


০০ 
অৰ্থাৎ ১ = [7 A, বদ্ধ 
(১৮০ 


অনুসিদ্ধান্ত 2 4১২, Ass + A" সংহাতিগীলর প্রত্যেকটি 
রুদ্ধ হলে U 4৯৯ রুদ্ধ নাও হতে পারে । এই অন্বাসদ্ধান্তাট প্রমাণের জন্য 
একটি উদাহরণই যথেষ্ট৷ 

ধর! যাক 


2 NALA 
৯৯০1৪, নি i] একটি রুদ্ধ সংহাত ৷ 


তাহলে ৩৬০০০, BAO LO OEE EE ই [0, 1] 


=[0, 1] একটি উপ-উন্মুক্ত (56; 01317) সংহাঁত । 
UA রুদ্ধ নয়। 


7'9 ভন্ব 4: A,, A, রুদ্ধ সংহতি হলে A, U 4৪ রুদ্ধ হবে। 
প্রমাণ 8 ধরা যাক A=A, U 4১৪ 
এখন আমরা যে কোন একটি উপাদান (1671176) £ নিলাম এবং 
451964) ৯4510451042) 
= #ED(A,) U D(A) 
=> 4510(45) বা #ED(A,) 
৯৯4517904১২) 04১, 
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বা % 21১0%,)4১, [ যেহেতু 4১,, As রুদ্ধ ] 
40245 বা 4 Az 
PEA, 0 ১০-৯ 45 এ 


সুতরাং আমরা দেখতে পেলাম % 1204১) => “EA 
> D(A)CA 


অতএব A-সংহাঁতটি রুদ্ধ 1 


7'10 তত্ব 85 স্‌ একটি সংহাত এবং 70, তাহলে চু রুদ্ধ হলে 
007) উন্মুক্ত হবে ৷ 
প্রমাণ £. ধরা যাক [৭ রুদ্ধ তাহলে D(E)C F. 
আমরা দেখাবো ০07) উন্মুক্ত ৷ 
ধরা যাক % 2 000) => 4৪ 
DA)CE,4&F => 4&D(EF)CF 
=> 3G যার ফলে (3-4%)04১-% 
2 67 ]"=ক 
(08৫8 
=> GC C(F). 
07) উন্মুক্ত । 
এবার ধরা যাক 007) উন্মুক্ত | আমরা দেখাবে৷ 7 রুদ্ধ । 
007) উন্মুক্ত হেতু 3 ঢ যার ফলে 6০.2 07). 
লি 6 0]7=% 
=> (ট.4 4) [7] =? 
=> % ৫ 100৮) 
অতএব যে কোন + € 0০00) => 4৪ D(F) 
যে কোন + 2 ঠ-= চা {> %& 6X-D(F) 
2X-F CX-D(F) 
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=> D(F) CF 
Fক্দ্ধ। 


7'11 কতকগুলি সংজ্ঞা ৷ 

স্বঘন (Dense in it5el£) সংহতি ঃ কোন একটি সংহতকে স্বঘন 
সংহাঁত বলা হবে যাঁদ এর প্রত্যেকাট বিন্দুই (সদস্য) সংহাঁতাঁটর পাঁরণাম 
বিন্দু হয়। দৃণ্টান্তস্বরূপ বলা যায় [0, 1] অন্তরে অবাদ্থিত মূলদ রাশির সংহাতি 
স্বঘন। 

সার্ধিক ঘন (Everywhere dense) সংহতি £ কোন একটি 
সংহাঁতকে [৫, 0] অন্তরে সার্বিক ঘন বল৷ হবে যাঁদ [৫, ঢ]-প্থিত যে কোন 
ক্ষুদ্ৰ সহ অন্তর [0,, ৮,]-এ এ সংহাতাটর বিন্দু অবস্থান করে ৷ 

অঘন সংহতি (N০on-dense 96৮). কোন একটি সংহাঁতকে [a, 0] 
অন্তরে অঘন সংহাঁত বল৷ হবে যাঁদ [৫, 0]+স্থত যে কোন ক্ষুদ্র সহ-অন্তর 
[0:,0,] এর মধ্যে আর একটি সহ-অন্তর [0,, 0] পাওয়া যায়, যার মধ্যে 
এ সংহাতটির কোন বিন্দু (সদস্য ) থাকবে না। { 

উৎকৃষ্ট (2616০) সংহতি £ যাঁদ কোন সংহাত ব্লদ্ধ এবং স্বঘন হয় 
তাহলে এ সংহাতিটিকে উৎকৃষ্ট সংহতি বলা হবে ৷ 


'_ গণনানুক্রমী (12001761191) সংহতি £ যাদ একটি অসীম সংহাঁতর 
সঙ্গে ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার অসীম সংহাত ৯1], 2, 3,........ } ,এর একৈক 
প্রাতষঙ্গ (016-076 correspondence) স্থাপিত করা মায় তাহলে এ 
অসীম সংহাতিটিকে গণনানুক্রমী সংহাতি বলা হবে ৷ 

অগণনানুক্রমী সংহতি (Non 9000610101৩ set) £ "যাঁদ একটি 
অসীম সংহাতর সঙ্গে ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার সংহাতখ = [1,9, ৪ ...44,...]এর 
সঙ্গে একৈক প্রাতিষঙ্গ স্থাপন করা সম্ভব না হয় তাহলে ওঁ অসীম 
সংহাঁতাটকে অগণনানুক্রমী সংহাতি বলা হবে । | 

চিত্রণ (V৭DDin৪) 8 অনেক সময় একটি নিয়ম ‘]’ অনুসারে একটি 
সংহতি ১.-এর প্রত্যেকটি সদস্যের সঙ্গে অপর একটি সংহাতি Y-এর 
প্রত্যেকটি সদস্যের প্রাতিষঙ্গ স্থাপন করা যায়।. যাঁদ ১-সংহাতিটির সমস্ত 
সদস্য '/* চিত্ত Y-এর সদস্য হয় তাহলে এই " চিন্রগ্ালর সমার্টকে বলা 
হর ) সংহাতাটর মধ্যে / সংহাতটির “৮ চিত্রণ (/ mapping Xin Y) 


খ 
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এবং / : ঠ => Y এই সংকেত 'দিয়ে নির্দেশ করা হয় । যাদ এই চিন্রণে 
% এবং 9 যথাক্রমে ঠ এবং Y এর দুটি প্রাতষঙ্গী সদস্য হয় অর্থাৎ যাঁদ 9, 
এর চিত্র হয়, তাহলে ) = }(%) এই সমীকরণ দিয়ে এটিকে নির্দেশ করা 
হবে। 

অন্তর্গত চিত্ৰণ (00011200805) ই ধরা যাক } : A > 3, এখন 
যাঁদ104১) ০3 হয় তাহলে এই গচন্রণাটকে অন্তর্গত চিন্লুণ বল! হবে ৷ 
উদাহরণ-স্বরূপ ধরা যাক 4১৫], 2, 3, 4) এবং B=(1, 8, 27, 
64, 125) এখন 7:4১ > B দ্বারা একটি চিত্রণ পাওয়। গেল। এখানে 
চন্ৰণটিকে সংজ্ঞাঁয়ত করা হচ্ছে 7(4) = *. আমরা সহজেই দেখতে পাচ্ছ 
1) 2]3. অৰ্থাৎ এটি একটি অন্তৰ্গত চিত্রণ ৷ 


সর্বগত চিত্ৰণ (0769 ॥৭DPin8) ৪ ধরা যাক } : A -> ]}, এখন 
যাঁদ 1(&4)=B হয় তাহলে এই চিন্রণকে সর্বগত 1চন্তণ বল৷ হবে ৷ উদাহরণ- 
স্বরূপ ধরা যাক A=(1, 9, ৪) এবং B=(1, 4, 9); এখন 
7:4১ -৯ উ দ্বারা একটি চিত্রণ পাওয়া যাচ্ছে যেখানে চন্ৰণাটকে সংজ্ঞায়িত 
করা হচ্ছে /(%৮)=/'* ৷ আমরা সহজেই দেখতে পাচ্ছ 704১) = 0 অতএব 
এট একটি সর্বগত চিত্রণ । 


একৈক চিত্ৰণ (016-006 mapping) ৪ ধরা যাক: 4৯ 3 
এবং যাঁদ £১-সংহাতিটির যে কোন দুটি ভিন্ন সদস্যের 7 চিন্ ]3-সংহাতটির দুটি 
পৃথক সদস্য পাওয় যায় তাহলে এই চিন্রণকে একৈক চিত্ৰণ বল৷ হবে ৷ অর্থাৎ 
Ff: &-> 8, এত) 42515 A এবং 45৮45 => 15) ৮1৫5) 
হলে আমরা এই চিন্রণকে একৈক চিত্রণ. বলবো ৷ উদাহরণস্বরূপ 
Ff: ৫, 9, 8) > (1,459) এখানে 17 2= 701)৮19) [10) =]; 
19)-4] 


অতএব এট একৈক চিত্রণ ৷ 


ৰহু-এক চিত্ৰণ (Vany-one mapping) 8 ধরা যাক £ : A > B 
এবং যাঁদ A-সংহাঁতাটর দুই বা ততোধিক ভিন্ন সদস্যের জন্য ; চলু ]3- 
সংহাতাটির একাটি;সদস্য পাওয়! যায় তাহলে এই চিত্রণকে বহু-এক চিত্ৰণ বলা 
হয়। উদাহরণস্বরূপ 7: (51) 1,-9, 2) = (1, 4) এখানে 
_1৮] 71051) ৯10)1/4)-% 4০ 1051)710)-]], 
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একৈক সৰ্বগত চিত্ৰণ (One-one onto mapPing) 2 যাদি 
1: 4১7৯9 হয় এবং +, £5, 6 A হয়। এখন যাদি 4, ৮4 => 


7৫5) হ) এবং AA) = B হয়, তাহলে এই চিন্রণকে একৈক সর্বগত 
চিত্রণ বলা হবে ৷ 


একৈক সৰ্বগত চিত্ৰণ 


একৈক অন্তৰ্গত চিত্ৰণ (006-006 into Mapping) ঃ যাঁদ 
2: 4১7৯ 8 হয় এবং %5,45,5. A হয়। এখন %, AAs => 


1,)৮75) এবং (A) 2 ]3 হয়, তাহলে এই চিত্রণকে এক অন্তর্গত 
চিত্ৰণ বলা হবে । 


একৈক অন্তর্গত চিত্রণ 
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বহু-এক অর্বগত চিত্ৰণ (Many one onto mapping)? যাঁদ 
7:4১ -৯ 3 হয় এবং 42,425 A হয়। এখন 45 43 => 
104.) 1২) এবং 1(A)= 3 হলে এই চন্রণকে বহ-এক সর্বগত চিত্ৰণ 
বলা হবে ৷ 


বহু এক সৰ্বগত চিত্ৰণ 
বহু-এক অন্তর্গত চিত্ৰণ (Many-one into mapping) যদ 
7:4১ -> B হয় এবং 45, £2 64 হয়। এখন 45 সৰ 257৯ 
](%৮,) =](%৮,) এবং 7১). B হলে এই চিত্রণাঁটকে বহু-এক অন্তৰ্গত 
চিত্ৰণ বলা হবে ৷ 


বহু-এক অন্তৰ্গত চিত্ৰণ 
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ব্যস্ত চিত্ৰণ ((nverse mapping) ৪ যাদ ‘f° নিয়মানুসারে Xু’এর 
সঙ্গে Y’এর একৈক প্রতিষঙ্গ হয় তাহলে ‘0’ নিয়মানুসারে Y’এর প্রত্যেকটি 
সদস্যের চিত্র ১ এর একটি পৃথক সদস্য। 9 .নিরমটিকে বল৷ হয় /এর 
ব্যস্ত চত্রণ। 9=]-* এই সংকেত দিয়ে এটিকে নির্দেশ করা হয়। অর্থাৎ 
যাঁদ y= £(%), Y’এর সর্বগত একৈক চিত্রণ হয়, তাহলে 4-%-:(9), 
ফু ’এর সর্বগত একৈক চিত্রণ ৷ 


একৈক প্রতিষঙ্গ (0106-0106 correspondence) 2 যাঁদ 7 : 
> চিত্রণাট একৈক এবং সর্বগত হয় অর্থাৎ যদি &’এর প্রত্যেকটি সদস্যের 
] চিত্র ট-এর একটি পৃথক সদস্য হয় এবং যাঁদ 73-এর এরূপ সদস্য ন! 
থাকে যা 4-এর কোন সদস্যের চিত্র নয়, তাহলে স্পণ্টতঃই A এবং 73 
সংহাতদয়ের সদস্য সংখ্যা সমান ৷ এক্ষেত্রে বলা হয় যে A এবং B তুল্যপদী 
(Numerically equivalent) এবং 7 নিয়মানুসারে A-এর সঙ্গে B-এর 
একৈক প্রাতষঙ্গ হয় ৷ 
উন্মুক্ত আবরণ (96. ০০৮6৮) ৪ ধরা যাক 0; একটি বান্তবরেখার 
উন্মুক্ত অন্তর এবং = {0;} উন্মুক্ত অন্তরের পরিবার। যাঁদ রুদ্ধ অন্তর 
, [৫, 0] 'এর প্রত্যেকটি বিন্দু 6 পাঁরবারের অন্তর্গত কোন একাঁট উন্মুক্ত 
অন্তরের বিন্দু হয় তাহলে বলা হয় যে 6 পরিবার [৫, 7] রুদ্ধ অন্তরের একটি 
উন্মুক্ত আবরণ । 


ইনজেক্টিভ চিত্ৰণ (Injective mapping) 2 একটি স্বগত 
একৈক চিত্রণ অথব৷ অন্তর্গত একৈক চিন্রণকে ইনজেক্‌টিভ চিন্রণ বল৷ হয় । 


সারজেক্‌টিভ চিত্রণ একটি সর্বগত একৈক অথবা সর্বগত বহু-এক 
চিন্রণকে সারজেক্‌টিভ চিত্রণ বলা হয়। 


বাইজেক্‌টিভ চিত্ৰণ £ একটি একৈক সর্বগত চিন্নণকে বাইজেক্‌টিভ 
চিত্রণ বলে । 

অভেদ চিত্ৰণ ([dentity mapping) $ ধরা যাক 7: ১৯০ 
এবং 7104) ৮42 তাহলে এই } চিত্রণকে অভেদ চিন্্ণ বলে। 

চিত্রণের মতা ৪ ধরা যাক 7 : ১ > পু এবং ৮ : ও = পু’ এখন 
যদি 1(%) = 9(%) +% 2.95. হয় তাহলে আমরা 7 চিত্রণাট 0 চিত্রণের 
সমান এবং {= এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে লিখবো । 
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অব-চিত্ৰণ (11001051010 1790131) 2 ধরা যাক '[' একটি সংহতি 
এবং 9-সংহাতটি ['-সংহাঁতাটর সহ-সংহাত। এখন যাঁদ / : 5 -> পু" এবং 
সংজ্ঞায়িত করা হয় /(%)-4%  % € 5, তাহলে এই চিন্রণকে অবশাচন্রণ 
বলা হবে ৷ 
তত্ব 1. যাদ 7 : A => B একৈক সর্বগত চিত্ৰণ হয় তাহলে 
72:03 > A একৈক সর্বগত চিত্রণ হবে ৷ 
প্রমাণ ধরা যাক %,, 42 2 A এবং 95, 95 B এবং 75) 
92,105) =). 
যাঁদ 1 চিন্রণট 7 চিন্রণের বান্ত চিত্ৰণ হয় তাহলে 7005) 45 এবং 
17095) লগা 
এখন 7-:0)5)৯7:01) => এ = এ 
=> 1(%,) =1](%'9) [ যেহেতু } [চন্লণাট 
=> 05 =}?/2 একৈক il 
অতএব ] * একৈক চিত্রণ, 
}=* সর্বগত চিত্ৰণ এটি সহজেই প্রমাণ করা যায়। 
অতএব £_* একৈক সর্বগত চিত্রণ ৷ 
চিত্রণসমূহের গুণন অথবা যৌগ (Product or Composite of 
‘mappings) 
ধরা যাক / : 5, -> 5% এবং 9 : ও: > ও দুটি চিত্ৰণ ৷ , 
এবং 0) 1(%)=9 এখানে + = ১5315 ৯এ 
(i) ০০)-৪ এখানে 2 = 5৪. 
এখন যাঁদ আমরা নূতন একটি চিন্রণ }} : 5, => ৪৪ এরূপভাবে নিই 
যার ফলে 7(4)-৪-9()-910) ৮ 452 9২ 
এখন এই চিত্রণ 7-কে 7 এবং 9 এর 'চন্রণসমূহের গুণন বা 04 বল৷ 
হয় এবং 9} এই প্রতীকের সাহায্যে প্রকাশ করা হয় ৷ 
তত্ব 2. চিন্রণসমূহের গুণন সংযোগাবাঁধ মেনে চলে ৷ 
ধরা যাক 7 :4৯ = B,9 : B = ৫ এবং }} :০-৯ ]); আমাদের 
প্রমাণ করতে হবে 1 (01) -(9) 7. 
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প্রমাণ 2 ধরা যাক % 2 £& তাহলে {(9)}(%) = 7109(%)) 


-1101ঞ)]] 
-/190))  যাদ 1(%) =? হয় 
= (2) যাঁদ 9()) =? হয়: 
==? ধরা যাক 
আবার 1019) f} (%)= (020){}(%)} 

=(hg)y 

=hig(y)} 

= h(z2) 

=t 


অতএব চিন্রণসমূহের সমতার সংজ্ঞা থেকে আমরা বলতে পার 


7(0/) 9) 
তত্ব 8. যদ]: A -> B এবং 9 :7 > 06 দুটি একৈক সর্বগত 
চিত্রণ হয় তাহলে 9 চন্রণটির ব্যন্ত চিত্ৰণ পাওয়া যাবে এবং 
(90) * =] *9* 
প্রমাণঃ / : A -> B এবং 9: B > 6 দুটি ব্যস্ত চিত্ৰণ আমর! 
প্রমাণ ক্লরবে৷ 
(ক) 9 ব্যস্ত চিন্রণ 
(খ) (9 EE CE 
(ক) এটি প্রমাণ করতে গেলে আমরা দেখাবো 0/ একৈক এবং সর্বগত- 
ধরা যাক ,, 2 € A. 
এখন (9)(%,) = (0})(৮9) 
== 00(%২))- (01(%)). 
=> 1৮২) =] (%%)_ [9 একৈক] 
=> += [] একৈক ] 
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অতএব (9|)(%3) = (902) > 45 ₹45, 
সুতরাং আমরা দেখতে পেলাম 0/ একৈক চিত্রণ ৷ 
1 
ধরা যাক 9 = 0 যেহেতু 9 একৈক সর্বগত চিত্রণ ; 


অতএব আমরা একাটমান্র সদস্য )) 2 73 পাবো যার ফলে 9())=2' 
হবে ৷ আবার 7 একৈক সর্বগত চিন্নণ ; 


অতএব আমর! একটিমাত্র সদস্য /2 A পাবো যার ফলে 70৮) 
হবে। - 
(9/) += ৫(0(%)(=৪9()) =<. 

সুতরাং আমরা বলতে পাঁর যে-কোন 2 2 0 হলে আমরা একটি অনন্য 
সদস্য % € A নির্ণয় করতে সক্ষম যার ফলে (0])% ৪. 


অৰ্থাৎ 91 সর্বগত চিত্রণ ৷ 
এই আলোচনার পাঁরপ্রেক্ষতে বল৷ যায় 0} একৈক সর্বগত চিন্ুণ। 
অর্থাৎ (0/) * চিত্রণাটর আন্তিত্ব আছে। 
(খ) (97): ০ -৯ & এবং 
(9105 =এঞ এখনে }7(%) = এবং 90)-৪ 
যেহেতু 7:4১ -> B> Ff: BA. 
9.5] = 6 => 961; 2 7%.8৪,. 
79720 -৯৬& 
এখন (৫-০-)৪-/-5-02)৯70)৯%, 
অতএব (9) *2=7f "9 "2. 
যেহেতু (9/)-* এবং } ‘9 * এর একই ভূমি (domain), অতএব 
চিত্ৰণের সমতার সংজ্ঞা থেকে স্পণ্ট বল৷ যায় (91) * =] *0"_'. 
তত্ব 4. যাদ / : A -> B একাট একৈক সর্বগত চিন্নণ হয়, তাহলে 
(ক) } */ =], [ স্থিত অভেদ চিন্রণ ] 
(খ) { }"*= 1; [3স্থিত অভেদ চিন্নণ ] 
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প্রমাণঃ (ক) যেহেতু 7: A = B একৈক সর্বগত চিত্রণ; ' 
অতএব একট / * চিন্রণাটর অস্তিত্ব আছে । 
ধরা যাক £ = A এবং 92 B যার ফলে 
0719) == % 7১৩) 
যেহেতু 7: A > ৪ এবং f * : B > A. 
অতএব 7] : 4৯ -৯ A. 
] চিত্রণাট একৈক সৰ্বগত => } চিন্রণাঁট একৈক সর্বগত => / *] 
চিত্রণাট একৈক সর্বগত । 
আবার (৮): = }/ *((%). 
সাও) 
ি = + 
অতএব } *] চত্রণাট 4৬-স্থিত অভেদ চিন্রণ। 
_ অৰ্থাৎ 7:7- 1. 
(খ) ঠিক অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় 
ff™ =I. 
তত্ত্ব 5. প্রমাণ করুন £ : A! => B চিন্রণাট একৈক সর্বগত 1চন্তণ হলে 
আমরা 0: B -> A. একাট চন্রণ পাবো যার ফলে 9} এবং {9 দুটি 
অভেদ চিত্রণ । 


প্রমাণ $ এখানে 9= 91» = 0(/}/ ') 


=(gPf™* 
=I f 
চে 
অথবা ০-19-05) 0 
709) 
=f Is 


=f. 
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অতএব তত্ত্বটি প্রমাণিত হোলে ৷ 


তত্ব 6. যদি / A > B এবং 5 CB তাহলে 71/-:09)) 293. 
তাছাড়াও যাঁদ 7 সর্বগত চিন্রণ হয় তাহলে 
]1{ *(5)}=১ হবে ৷ 
প্রমাণ ৪ ধরা যাক ৫ 21{7/ *(5)} 
=> ৫৯10) {কোন € 7(5)) 
=> ৫৯1৮) এবং 7) 6 5. 
=> ৫2১০ 
অতএব f{f *(5)} 25. 
এখন } [চন্রণাট যাদ সৰ্বগত হয় তাহলে প্রাতাট ৫ 2 ১ হলে আমরা 
একি সদস্য পাব, যার ফলে % = 105) => & = {(%). 
অতএব ৫ 271: (5)} $ 
১০70১) 
অতএব 77-:05))- 5, 
তত্ত্ব 7. যদ / : A -> B এবং ১০4 হয়, তাহলে ১০7710১)) 
তাছাড়াও যাঁদ/ সর্বগত চিত্ৰণ হয় তাহলে 7:1/05))-১ হবে ৷ 
প্রমাণ 2 ধরা যাক ৫ € 5, তাহলে (a) = 705). 
a € /*(5)} 
অতএব 527 *{f(3)------.- (1) 
যাদ / চিত্রণাট একৈক সৰ্বগত চিত্রণ হয় তাহলে 
a € :7005)} 
= f(a) = 7) 
=> 1(0) = ](*) [ কোন 455] 
=> ৫৯% { যেহেতু 7 একৈক } 
SUES; 
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অতএব } {1(5)} 0 S.----- (ii) 
এখন (i) এবং ({i) থেকে স্পষ্টই বল৷ যায় 
]*{1(5)} =5. 


তত্ব 8. প্রমাণ করুন 7-:04১-3)৯7:(2)-708) 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক %57:0৬-9) 
-৯14)54-08 
৯10৮) = & কিন্তু 704) 68 
=> 45 74৫৯ কিন্তু 46৫7:05) 
= = 10269717108) 
অতএব f(A -_B) = 117*(১) =] (Be. ও) 
আবার ধর৷ যাক 9 2 ]} (A) -} *(3) 
্‌ =>) 2 f(A) 9 6:1_*(3) 
=> 10) = 4 কিনতু f ())€B 
=f (0)E 458 
=? YE f ৪১) 
অতএব f *(A)-F *(B)CF (A- B):---... (ii) 
(1) এবং (1) থেকে স্পষ্টই বলতে পারি 
f (A-B)=f (A)-F *"(0). 
তত্ব 9. প্রমাণ করুন | *(B')={f"*(B)} 
এখানে ]3/ হচ্ছে B-সংহাঁতটির পূরক সংহতি ৷ 
প্রমাণ £ ধরা যাক % 27:03), তাহলে 
+ 2 1708) => 1(৮) 2 8/ 
=> f(%)¢B 
=> ঞ %] (83) 
-৯%5109))' 
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অতএব 70950 *(BY G) 
আবার? = {f '(B)} => y ৪7:03) 
=> 1) ৪8 
=> 180)" 
2 (= 702} 
অতএব (7:08) 2 }*(3')'"-"""(}}) 
() এবং (}}) থেকে বলা যায় {/_*(3')} = {/ '(3)}'. 
তত্ত্ব 10. যাদ } : স->'%{ এবং A,B CX তাহলে প্রমাণ করুন 
(ক) fFAUB)=fA)UB) 
(খ) 10403) ০ 14১0778) 
প্রমাণ 8 (ক) ধরা যাক") 214১0) 8)-৯ =} (৮) কোন %2 AUB 
অৰ্থাৎ = }(%) কোন 42 4৯ বা কোন % 52 B এর জন্য 
এখন % € A273 € f(A) 
ঞ 2 8 =>}? 6 f(B) 
অতএব 9) = (fA)U(B) => y = 749 0108) 
অর্থাৎ 14১008)০/)703) ২7518) 
আবার যাঁদ? 2 f(A) U{(B)=> হয় y € 7) না হয় 92 108) 
যাঁদ = }(/১) => ৪454১ যার ফলে 9704) 
68512 
যদ 92103) => স্ন * = B যার ফলে + =}(%) 
“.y € fAAUB). d 
অতএব y = f(A)Uf(B) => y = 7600) 
*১:04)0703):0 FAUB) 2. ভিত, (ii) 
{i) এবং (1) থেকে আমর! বলতে পার 
70073) 71704১00710). 
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(খ) ধর! যাক] € 74073) তাহলে 
Y= }(%) কোন + = ANB "এর জন্য 
যেহেতু £ = A. => {(%) = f(A) 
এবং% = 8 => 1৮%) = 79). 
অতএব ৮ = 4১003 => + = ১2৮ এবং EB 
= f(%) = } (A) এবং 1৫) 2 709) 
=> f(4) = 74)0708) 
70403) 074)7108), 
মনে রাখ। প্রয়োজন সাধারণীকৃতভাবে বলা যায় 
1408) f(A) NFB). 
এই আলোচনার পাঁরপ্রোক্ষতে বল৷ যায় 
H(ANB)CFA)N KB). 
তত্ত্ব 11. যাদ 7 : Xই->Y এবং A, B C ₹ তাহলে প্রমাণ করুন 
(ক) fF (AUB)=fF "(A)UF™'(B) 
(খ) / *(&(৭7]83)=} '(/%)/7 703) 
প্রমাণ ৪ (ক) যাদ + € { (AUB) তাহলে }(৮) = AUB. 
আবার /(৮), € A> + = fF (A) 
এবং (+) € B.= + = f-:(B) 
এখন % = f} (AUB) => f%) = AUB 
-৯ ](%) = এ বা 7৮) = ট 
-১415 72) 07508) 
ভা (AUB) = fF (AJUF™(B):--...() 
আবার y = Ff (A)U 708) - 
-৯ 5 774) বা 2 7098) 
-৯/0) = 4 বা 705) = 8 
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=> }/.()) 2 AUB. 
]*(/))]1*(3) 2 fF (AUB):----.(ii) 
(1) এবং (1) থেকে আমরা পাই - 
fF (AUB)=F (A)UF™(B) 
(খ) ধরা যাক +6} (ANB) => (+) 2 ANB 
=> (4%) 2 A ](%) EB 
24 2 1:04) এবং/2 7093) 
-৯457540707709) 
7:78) 2 77000 ACEI AD) 
আবার y € 1:64) 709) 
=> ৷ Ef *(/১) এবং ৷ = 17709) 
=> }1()/) E 4 এবং10)52 8 
-৯10) 5 ANB 
2 y Ef (ANB) 
17450107503) = fF (ANB):::...(i) 
(1) এবং (11) থেকে বলা যায় 
]*(&(৭]১) 12040177209). 
"1. আন্তর্পরিণামী সংহতি (01161 11771610256) 8 যাঁদ কোন 
মৌল অন্তরস্থ বিন্দুসমূহের দ্বারা 54, 55, **-*** ৯৮১০, সংহাতিসমূহের 
অনুক্রম ($601610০) গঠন করা হয় এবং 5,+; 25% হয়, তাহলে এই 


সংহাত-সমূহের ছেদের ফলে উৎপন্ন সংহতিটিকে আন্তর্পারণামী সংহতি বলা 
হয় অর্থাৎ 


5= 05, এখানে 3%+5 ০৮ 


13. বহির্রিণামী সংহতি (Outer limiting 56) £ যাদি কোন 
মৌল অন্তরদ্থ বিন্বুসমূহের দ্বারা {5,} একটি উর্ধগ সংহাতসমূহের অনুন্ন্ম গঠন 
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কর! হয়, তাহলে এই সংহাতসমূহের সমন্বয়ের ফলে উৎপন্ন সংহাতাটকে 
বাঁহপারণামী সংহাত বল৷ হবে। 


প্রথম প্রজাতির সংহতি (Set of the first ০৪69৪০7৮) £ যাঁদ 
" কোন মৌল অন্তরস্থ বিন্দুসমূহের দ্বারা {5,} একটি উৰ্ধ্বগ সংহাঁতসমূহের 
অনুন্লুম গঠন করা হয় এবং এই অনৃক্ষমের প্রত্যেকটি সদস্যই অঘন (207 
dense) হয়, তাহলে এই সংহাঁতসমূহের সমন্বয়ে উৎপন্ন সংহাতিকে প্রথম 
প্রজাতর সংহাত বলা হবে । 


দ্বিতীয় প্রজাতির সংহতি (Set of the second category) £ 
যে সংহাতাট প্রথম প্রজাতির হবে না সেই সংহাঁতাটকে দ্বিতীয় প্রজাতির 
সংহাত বল৷ হবে ৷ 

অবশিষ্ট সংহতি (Residual 9০৮) 2 প্রথম প্রজাঁতর সংহাতর 
অনুপূরক দ্বিতীয় প্রজ্জাতর সংহাতকে অবাশষ্ট সংহাত বলা হবে । 


তত্ব 1. প্রমাণ করুন উৎকৃণ্ট সংহাত সর্বদাই উদ্ভূত সংহাঁতর সঙ্গে আভন্ন । 
(Prove that a perfect set is identical with its deriva- 
tive). 


প্রমাণ £ ধরা যাক 12 একটি উৎকৃষ্ট সংহত । তাহলে E-এর সমস্ত 
সদস্যই পরিণাম বিন্দু এবং এগুলি £’এর মধ্যে অবস্থান করে। স্বাভাবিক- 
ভাবে বলা যায় 4 'এর উদ্ভূত সংহাঁততে 7'র সব সদস্যই থাকছে। অর্থাৎ 
উৎকৃষ্ট সংহাতি সর্বদাই উদ্ভুত সংহাতির সঙ্গে অভিন্ন । 


, তত্ব 2. প্রমাণ করুন প্রত্যেকটি উদ্ভূত সংহাঁতই রুদ্ধ 
(Prove that every derived set is closed). 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক  একাট সংহাঁত এবং £' হচ্ছে 7, সংহাতাটর 
উদ্ভূত সংহাত। আমাদের প্রমাণ করতে হবে ' রুদ্ধ । ধরা যাক ৫ বিন্দু 
1 সংহাতাটির পারণাম বিন্দু তাহলে কে ঘরে যাঁদ কোন 
প্রতিবেশী অঞ্চল গঠন করা যায় তাহলে সেই প্রাতবেশী অণ্চলে ' এর 
সদস্যই থাকবে । এবং এগুলি [১ বিন্দুর পরিণাম বিন্দু । সুতরাং আমর! 
বলতে পারি ৫ ’কে ঘিরে যে প্রাতবেশী অঞ্চল গঠন করা হয়েছে তাতে 12-এর 
সদস্যই থাকছে। অর্থাৎ 0. বন্দুটি ][) সংহাতাঁটর পারণাম বিন্দু এবং 
9 নিশ্চয়ই 18! সংহাতাটিতে থাকহে । অর্থাৎ রুদ্ধ সংহাত ৷ 
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তত্ব 8. যাঁদ কোন সংহতি স্বঘন (dense in 16961) হয় তাহলে এই 
সংহাতটির উদ্ভূত সংহাঁত উৎকৃষ্ট হবে (If a set is dense in itself 
then it’s derivative set is perfect). 


প্রমাণ £ ধরা যাক [2 একটি স্বঘন সংহাঁত এবং £' এটির উদ্ভূত সংহাতি। 
তাহলে স্বভাবতই 7 রুদ্ধ । আমরা এখন প্রমাণ করবো [৮ স্বঘন ৷ ধরা যাক 
7 সংহাতাটর একাঁট সদস্য 0 ৷ তাহলে ৫ 'কে ঘিরে যে প্রাতবেশী অণ্চল 
গঠন করা হোলো তাতে 7 সংহাতাটর অসীম সংখ্যক সদস্য অবস্থান 
করবে এবং এগুলি [ এর সদস্য। যেহেতু 7 সংহাতাট স্থখন ৷ সুতরাং, 
E' ‘বল প্রাতাট সদস্যই ’র পাঁরণাম বিন্দু! অতএব 1 স্বঘন। 
অৰ্থাৎ [7/ সংহাঁতটি উৎকৃষ্ট সংহাত ৷ 


তন্ব 4. যাঁদ কোন সংহাতর উদ্ভুত সংহাত গণনানুক্রুমী হয় তাহলে 
মূল সংহাঁতটিও গণনানুক্রমী হবে । (If the first derived set is 
enumerable, then the original is also enumerable) 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক 7, একটি সংহাত ৷ এখন [ থেকে সমন্ত 
পারণাম বিন্দুগালি সরিয়ে রাখা হোলে৷ ৷ তাহলে বাকী সদস্যগুলি নিয়ে 
যে সংহাঁতাট গঠিত হোলে৷ সেটি বিচ্ছিন্ন সংহতি (Isolated 966) ৷ ধরা যাক 
এই সংহাতিটি [< এবং এটি গণনানুকুমী। 12 ’এর পরিণাম বিন্দুগলি নিয়ে 12), 
সংহাতাটি গঠন করা হোলে৷ ৷ এই পরিণাম বন্দুগুলি 15তে থাকতেও পারে 
আবার নাও থাকতে পারে। [2 ’এর পাঁরণাম বিন্দুগঁল যারা 1 ’তেই আছে 
তাদের নিয়ে একটি সহ-সংহাতি 0 গঠন করা হোলো অর্থাৎ GCE! 
যেহেতু 77/ গণনানুক্ৰমী অতএব 6 গণনানুন্লমী ৷ সুতরাং দেখ৷ যাচ্ছে 1 
সংহাঁতাঁট দুটি গণনানুক্রমী সংহতির সাহায্যে গঠিত এবং আমরা সহজেই 
বলতে পার [2 নিশ্চয়ই গণনানুক্রমী । 
তত্ত্ব 5. প্রাতটি গণনানুক্রমী সংহাতই প্রথম প্রজাতির সংহাত ৷ (Every 
enumerable set is a set of the first category.) 


প্রমাণ 2 কোন মৌল অন্তরন্থ বিন্দু দ্বারা ও একটি গণনানুক্রমী সংহাঁত 
গঠন করা হোলো ৷ আমাদের প্রমাণ করতে হবে ও একটি প্রথম প্রজাতির' 
সংহাতি। এর সদস্যবৃন্দকে ৫,, 02,""'0%;'"'এই নিয়মে লেখা হোলে৷ ৷ 
ধরা যাক },=1{0:}, 65710, ৫2), 1১5 1৫3, 09, 03}; 111 
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P,={a,, ৫,:-.---৫,]। আমরা লক্ষ্য করে দেখতে পাচ্ছি 7, সংহতিটি 

একটি মৌল অন্তরের মধ্যে অঘন এবং P, C P,,, ৮. তাছাড়াও দেখা 

যাচ্ছে = UP, । অতএব সংজ্ঞানুযায়ী বল! যায় G প্রথম প্রজাতির 
n=l 


সংহতি । 


তন্ব 6. কোন অন্তর দৃটি প্রথম প্রজাতির সংহতি দ্বারা গঠিত হতে পারে না 
(Any interval can not be made up by the two sets of 
the first category) 


প্রমাণ £ ধরা যাক 6 একটি প্রথম প্রজাতির সংহাঁত এবং (৫, 9) অন্তরে 
অবান্থিত । যেহেতু G একটি প্রথম প্রজাতর সংহতি ধরা হয়েছে অতএব 
আমর। একটি অঘন সংহাতসমূহের অনুক্ৰম {G,} পাব, যার ফলে 
GU G, এবং 6%; 2 6%%২ হবে । ও সংহাতাটর অনুপূরক সংহাত 


অর্থাৎ 0(G) সংহাতাট এ প্রাথামক অন্তরে ঘনীভূত । 


এখন (৫, 1) অন্তরের মধ্যে অবাচ্থিত এমন একটি অন্তর (0,, 0.) 
গাব যার মধ্যে ও, সংহাতিটির কোন সদস্য থাকবে না। ঠিক একইভাবে 
(৫২, 1.) অন্তরের মধ্যে অবাস্থিত এমন একটি অন্তর (৫এ, ,) পাব যার 
মধ্যে ওহ সংহতির কোন সদস্যই থাকবে না। ঠিক অনুরূপ পদ্ধাত অনুসরণ 
করার পর আমর! (0, Ba), (০, Bs), ০2৮ ১ (০%, Bu), a কতকগুলি 
অন্তরের অনুন্রম পাব যার মধ্যে একটি সদস্য অবস্থান করবে কিন্তু 6 ’এর 
সদস্য হবে না। সুতরাং €(0) সংহাতাটর সদস্য হবে ৷ এ থেকে আমরা 
সিদ্ধান্ত নিতে পার 0 সংহতিটি কোন অন্তরের সদস্য দ্বারা গঠিত নয়। 
এবার আমরা প্রমাণ করবো ০09) সংহাতিটি প্রথম প্রজাতির নয়। ধরা যাক 
1০ (9) একটি প্রথম প্রজাতির সংহতি তাহলে আমরা দ্বিতীয়. একটি অঘন 
সংহাত সমূহের অনুক্ৰম 10 পাব, যার ফলে ০(০)-130% এবং 
GE G',,, হবে। : 
আমর! দেখতে পাচ্ছি টু = 180 [তো G, 4G ts 
০ ১ G(=G, 4G, এবং এগুলির প্রত্যেকটি অঘন, তাছাড়াও 
8% হে G+, অতএব UG," একটি প্রথম প্রজাতির সংহতি এবং এট 
প্রাথামক অন্তরের সঙ্গে অঁভন্ন । কিন্তু এটি একেবারেই অসম্ভব । যেহেতু 
-0(G) প্রথম প্রজাতির সংহতি ধরা হয়েছে, সেই হেতুই আমরা এই অসম্ভব 
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সম্পর্কটির সাক্ষাৎ পাচ্ছ। সুতরাং 003) প্রথম প্রজাতির সংহতি নয় ৷ 
এতক্ষণ পর্যন্ত যে আলোচনা আমরা করলাম তা থেকে বলা যায় যে কোন' 
অন্তর দুটি প্রথম প্রজাতির সংহতির দ্বারা গঠিত হতে পারে না । 


তত্ব ?. যদি 101 অবাশন্ট সংহাতিসমূহের একটি অনুন্লম হয় তাহলে 
017 0%+5 একটি অবশিষ্ট সংহতি । 


প্রমাণ 8 যেহেতু 06%, একটি অবাশন্ট সংহাত অতএব সংজ্ঞানুযায়ী 
009) প্রথম প্রজাতির সংহতি । সুতরাং আমরা একটি অঘন সংহাঁতর 


অনুক্ৰম 6 পাব, যার ফলে €(8,) = EG এবং Gr শু 0০৮5 হবে । 
সুতরাং 000) 0 (99) "=. সঙ্গে G,* UG, UG, UU... 
সমন্বয়াট সমান এবং যেহেতু প্রত্যেকাট সংহাঁতই অঘন অতএব এদের সমন্বয় 
অৰ্থাৎ ((G,)) U 0008) U---.-- U 0(0%)'"""*"' প্রথম প্রজাতির 
সংহাঁত। এবং এই আলোচনার পাঁরপ্রেক্ষতে আমরা বলতে পার 
G= C(C(G) ) অবাশষ্ট সংহাঁত ৷ 


সাধারণ আন্তর্পরিণামী সংহতিঃ (Ordinary inner 
limiting set) 8 যাঁদ {5,} একটি উন্মুক্ত সংহতির অনুক্ৰম হয় এবং 
9945 2€5%:হয়, তাহলে = NS, "কে সাধারণ আন্তর্পারণামী সংহাত 


বল৷ হয়। 
সাধারণ বহির্পরিণামী সংহতি (Ordinary outer limiting 
561) ঃ {5,} একাঁট রুদ্ধ সংহাতর অনুক্রম হয় এবং 5% € 5%+5 হয় 
তাহলে G= U 5, ’কে সাধারণ বাহপ্পারণামী সংহাত বলা হয় । 

n=l 


তত্ব 8. কোন সাধারণ আন্তর্গারণামী সংহাঁতর অনুগ্রক সাধারণ বাহর্সার্ণামী 
সংহতি হবে ৷ 
bs পা 7 না (9) একাট উন্মুক্ত সংহাঁতর অনুন্ধম এবং ন) 
n+1 ns দল তু 
খ) = 0, G/ এখন যেহেতু 6, উন্মুক্ত = 003৯) 
রদ্ব! "আবার GE 375 00045) 000) সুতরাং 


C(A)= U(CG,) অৰ্থাৎ ০৫4. ংহাত 
সংহতি। ! (4) সংহাতাট সাধারণ বাহপারণামী 
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প্রসঙ্গত বলা প্রয়োজন, সমস্ত উন্মুক্ত সংহতি [৫, 9] অন্তরের মধ্যে 
ঘনীভূত বলে রুদ্ধ সংহতি ((G,) অঘন হবে এবং সেক্ষেত্রে 
০4) 0) 009”) প্রথম প্রজাতির সংহতি হবে। এক্ষেত্রে & অবশিষ্ট 
সংহাঁত হবে ৷ 
তন্ব 9. একাঁট অঘন উৎকৃষ্ট, সংহাত গঠন (Structure of a non- 
dense perfect set). 

ধরা যাক [৫, 0] রুদ্ধ অন্তরের মধ্যে 6 একটি অঘন উৎকৃণ্ট সংহাত ৷ 
অহলে আমর৷ এমন একাট বিন্দু ? পেতে পারি যোট 17 সংহাতির মধ্যে 
- অবস্থান করে না। £ বিন্দা £ সংহাতাটকে এমন দুটি সহ-সংহাত 
15 এবং [5 তে ভাগ করে যার ফলে একাট সংহাঁত £. বন্দর দাক্ষণপাৰ্শ্বে 
এবং অপরাট বামপার্থে অবস্থান করে । যেহেতু. [7 অঘন উৎকুণ্ট সংহাতি, 
অতএব 1, এবং 7৮০ সংহাতদ্বয়ও অঘন উৎকৃষ্ট সংহাত হবে ৷ ধরা যাক 1০ 
সংহাতির সর্বানয় প্রান্তীয়মান ০ এবং এট 2 ’র দাক্ষিণপার্থে অবস্থান করে ৷ 
যেহেতু 1% উৎকৃষ্ট অতএব '0১ 2] | আবার আমরা দেখতে পাই 75 
সংহতির কোন 'বন্দুই 0, ’এর বামপাৰ্শ্বে অবস্থান করে না। অর্থাৎ এ, বিন্মুর 
বামপার্থে 12 সংহতির কোন বিন্দু অবস্থান করে না। অনুরূপভাবে ধরা 
যাক [, সংহতির সর্বোচ্চ প্রানতীরমান 0, এবং এটি £ বিন্দুর বামপাৰ্শ্বে 
_ অবস্থান করে। এবং যেহেতু  সংহাঁতাট উৎকৃষ্ট অতএব 9, EE | 


8 E 


এ EE TA Td EE LL 


a ৭% 15 % 6 


এখন 13 সংহাতাটির কোন বিন্দুই 0, *এর দক্ষিণপার্শে অবস্থান করবে না 
অর্থাৎ 1 'এর কোন বিন্দুই ৫২ 'এর দাক্ষিণপাৰ্শ্বে অবস্থান করে ন৷ তাহলে 
আমরা দেখতে পেলাম (৫২, ৫,) উন্মুক্ত অন্তরের মধ্যে 7 সংহাঁতর কোন 
বিন্দুই (সদস্যই) থাকছে না। এই পদ্ধাততে দ্বিতীয় একাট ‘বিন্দু ?, নিই 
যোটি £ এর মধ্যে অবস্থান করবে না। তাহলে এই £হ এর অনুবর্তী একটি 
প্রত্যাসন্ন অন্তর পেতে পার । এই পন্ধাত বিস্তৃত করলে [৫, 0] অন্তরের 
মধ্যে সর্ঘরই. এই ধরনের বিন্দু পেতে পাঁর যেগুলি £ ’এর মধ্যে 
অবস্থান করে না এবং বিন্মুগুলির অনুবতী প্রত্যাসন্ন অন্তরসমূহের দেখা পাওয়া 
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যাচ্ছে ৷ এইভাবে উপচে না পড়! উন্মুক্ত অন্তরের সাহায্যে গঠিত সর্বত্র ঘনীভূত 
সংহতির সাক্ষাৎ পাব ৷ অবশ্য কোন সময়েই দুটি অন্তর লাগোয়া হবে না ৷ 
তাহলে প্রয়োজনীয় ও পর্যাপ্তভাবে বলা যায় কোন সংহাত অঘন উৎকৃষ্ট হবে 
যাঁদ একটি অনুপূরক, উপচে না পড়া উন্মুক্ত অন্তরের সাহায্যে গঠিত সর্বত্র 
ঘনীভূত হয় এবং যে কোন দুটি অন্তর লাগোয়৷ হবে না ৷ 


তত্ব 10. হাইনে-বোরেল তত্ব ঃ বাদ [৫, ?] রুদ্ধ অন্তরের উন্মুক্ত 
আবরণ 6 একটি অসীম পারবার হয়, তাহলে 6 "এর একট সীমিত 
উপ-পারবার (63 [৫ 7] অন্তরের উন্মুক্ত আবরণ হবে । 


প্রমাণ 2 ধরা যাক তত্ত্বাট সত্য নয় অৰ্থাৎ ও ’এর কোন সীমিত 


উপ-পাঁরবার [৫, 0] অন্তরের উন্মুক্ত আবরণ নয় তাহলে [০ ll 
এ চ] এই দুটি উপ-অন্তরের অন্তত একাটর এরূপ কোন উন্মুক্ত 
আবরণ নেই যা 0 'এর সীমিত উপ-পারবার। শেষোক্ত উপ-অন্তরকে আখ্যা 


দেওয়া যাক [0,, 0২] ) স্পষ্টই বোবা যাচ্ছে চ,-৪,=? অনুরূপভাবে 


[০ জা [০22৮ 5] এই দু'টি উপ-অন্তরের অন্তর ৷ 
একটির এরূপ কোন আবরণ নেই যা ও 'এর সীমিত উপ-পাঁরবার | 


এই উপ-অন্তরাটকে আখ্যা দেওয়া যাক [৫5, 02] । স্পন্টই 


5 চি 
চ,-৪,=৫%নু = ত এইভাবে পাই একটি একাৱয়ে নিয়গ রুদ্ধ 


WE 
অন্তরের ব্রম [0%, &॥] যার ব্যাস 0%_ = ন 
কোন অন্তরের এরূপ কোন উন্মুক্ত আবরণ নাই যা ও ’এর সীমিত উপ-পাঁরবার । 
ক্যাণ্টরের উপপাদ্য অনুযায়ী আমর! বলতে পারি একটিমাত্র বিন্দু £ এই ভ্রমের 
সকল অন্তরের অন্তর্গত । এবং ৫% -> £, 0% -* $, যেহেতু $, [0, 0] 
অন্তরের বিন্দু সেইহেতু এটি G পাঁরবারের অন্ততঃ একটি উন্মুক্ত অন্তরের 
অন্তর্গত । 
সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছি তত্বাট সত্য নয়, কল্পন৷ করে একাট 


=> 0 এই ন্ৰমের 
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বিপরীত সদ্ধান্তে পৌছাচ্ছি। অতএব আমাদের "সিদ্ধান্তটি ভ্রান্ত। অর্থাৎ 
তত্ত্বটি সত্য ৷ i 


তত্ব 11. একটি গণনানুক্রমী সংহাতি তার নিজস্ব সঠিক সহ-সংহাতর সঙ্গে 
একৈক প্রতিষঙ্গ হতে পারে । (Any enumerable set can be put 
into one correspondence with a proper subset of 
itself). 


প্রমাণ £ ধরা যাক 4. একাট গণনানুক্রমী। তাহলে /'র সামন্ত 
সদস্যগ্বীলকে 04, dg, » 0১০০, এইভাবে লেখা যায়। 

ধরা যাক 13 = A ---{0,}, তাহলে 73/কে স্বাভাবক ভাবেই বলা যায় 
এর সঠিক সংহাত ৷ এখন 1: A > B চিন্নণাটি (a,)= ৫৪ দ্বারা 
সংজ্ঞারত করা হোলো । স্বভাবতই এট একৈক সর্বগত চিত্রণ। 
অতএব তত্বীট প্রমাণত হোলো ৷ 
, তত্ব 12. প্রাতাট অসীম সংহতির মধ্যে গণনানুক্রমী সহ-সংহাত অবস্থান 
করে। (Every infinite set contains an enumerable 
subset). 

প্রমাণ ঃ ধরা যাক A: একটি অসীম সংহতি এবং P(A) সংহাতিটি 
4 সংহাতর ঘাত সংহতি (90777 960) । তাহলে নির্বাচনের স্বতঃসিদ্ধ 
(axiom 01 choice) আমরা এখন একটি অপেক্ষক / পাব, যার ফলে 
এ পদ্থিত প্ৰত্যেকটি ]} সহ-সংহাতির জন্য 7:70) -> A: f(B) EB 
হবে ৷ তাহলে ‘/’ এর সংজ্ঞানুসারে আমরা পাব 

Ja, € A যার ফলে {(A)=, 

Jas € A-—{a,} যার ফলে ](/১--{0,})= 0, হয়। 

Jas € 4১7 5 ৫2) যার ফলে 70১ 165, 051) ৫৩ হয়। 

এইভাগে আমরা অগ্রসর হলে এবং A অসীম সংহতি হওয়ার জন্য 
4৯-1৫5, ৫৪১৫.) রিক্তহীন হবে %% € 1 ; যেহেতু / নির্বাচিত 
অপেক্ষক (choice function) অতএব আমরা পাই % ৯ ৫%, যখন 7} </!. 
অতএব ৫৮ পৃথক | সুতরাং (৫., ৫.) ........ 0%;.....*} গণনানুক্রমী সহ 
সংহতি । 


তত্ব 18. কোন গণনানুকুমী সংহতির সহ-সংহাতি হয় সীমিত না হয় 
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গণনানুক্ুমী অর্থাৎ সংখ্যেয় (A subset of an enumerable set is 
either finite or enumerable i. e. countable.) 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক A ={0,, ৫2১....... ; ৫০১........] একটি গণনানুক্রমী 
সংহতি এবং 7041 এখন বাদ B=$ হয় তাহলে B সীমিত ৷ যদি 
73৮% হয় তাহলে ধরা যাক %, সৰ্বানয় ধনাত্মক সংখ্যা যার ফলে 
0", 6B হয় । তারপর ধরা যাক %এ সৰ্বনিম্ন ধনাত্মক সংখ্যা যদি 7, থেকে 
বড় এবং যার ফলে ৫%2 2 হয়। এইভাবে আমর! অগ্রসর হলে 
দেখতে পাব ]3 1৫%:, 0%5১.......) হবে এবং স্বাভাবিক ভাবেই বল৷ 
চলে 3 সংখ্যেয়। 
তত্ব 14. গণনানুক্রমী সংহতিসমূহের গণনানুক্রমী সমাহারের সমন্বয় 
সর্বদাই গণনানুকুমী (Ihe union of enumerable collection of 
enumerable sets is enumerable). 
প্রমাণ £ ধরা যাক G,, G2, + গণনানুক্রমী সংহাঁতসমূহের 
গণনানুক্রমী সংকলন । এখন আমর প্রমাণ করবে৷ UG; গণনানুক্রমী । 
iN 
এখানে ]বৈ = ধনাত্মক পূৰ্ণ সংখ্যার সংহতি । 
অর্থাৎ আমরা দেখবে৷ এমন একটি চিত্রণ / পাওয়া যাবে, যার ফলে 
Ta; U G; > N. 
যেহেতু 0, গণনানুক্রমী অতএব প্রত্যেকটি 60% এর সদস্যগলি নিয্নরূপে প্রকাশ 
‘করা যায়, 
(1৮ < 023) 019) 0293, 717 ১ 
(0৪ < 093; 099 0935 °° টি 


G,= < dp, dnas 77 > 
এখন U G,, 'এর সদস্যবৃন্দকে নিগ্নরূপে সাজান হোলো ৷ 
neN ত 


0111 


091) 019 
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0৪২, 022, 013 


Qn, 0%-3)257 K “Oye 


এখন এই প্রণালীর মধ্যে 0; পুনঃপুনঃ দেখতে পাওয়া যার তাহলে 
একবারই ৫৪ ’কে ধরা হবে বাকী সমগ্তবার একে বাদ দিতে হবে । আমাদের 
সাজানে। পদ্ধাত থেকে বলতে পার৷ যায়, (/ 4 ৫ --]1)-তম সারির ৫-তম 
সদস্য হচ্ছে 090, তাহলে ৰ্‌ G; 'এর সদস্যগন্ল অসীম অনুন্লমে সাজানো 
যায় অৰ্থাৎ 

UG; = {oa 


টি 11, 0939 এ} 


স্পষ্টই দেখা যাচ্ছে আমর৷ একটি চিত্রণ ] পাচ্ছি যার ফলে 
7:১০ -» N এবং এটিকে সংজ্ঞায়িত করা হয় 


ieN 


1090) = ৫+৫-৪9)0 + ৫) নু ৫ 


এ থেকে আমরা সিদ্ধান্ত নিতে পারি যে UG; একাটি গণনানুন্রমী 
সংহাত। 


তত্ব 15. যাঁদ 4. এবং 73 উভয়েই গণনানুক্রমী হয় তাহলে 4২১73. 
সংহাতাটিও গণনানুক্রুমী হবে । 


প্রমাণ £ যেহেতু A এবং 73 গণনানুক্রমী অতএব A এবং ]3 'কে, 
নিয়রূপে প্রকাশ করা যায় 


এখন A ৮ 3-স্থুত সদস্যগুলি এইভাবে সাজানো হোলো 
(৫২, 0২), 
(as, 0,.), (৫২, 09) 
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(as, 83), (৫2, bs), (a,, bs) 


(৫5, bi), (09২, ba), ০৯ (৫ bi). 


৪৩৩ হি) তত 


এই পদ্ধাততে সাজানোর ফলে আমর! বলতে পার (} + 0--])-তম 
সারর এ-তম সদস্য হচ্ছে (09%, ৫০), সুতরাং A *13-গ্থিত সদস্যসমূহের 
একটি অনুকমের সাহায্যে প্রকাশ করা যায়। অৰ্থাৎ 

A Xx B={(a,, b,), (09, 05), (৫2, 02), EYEE } 

এ থেকে স্পণ্টই বোঝা যাচ্ছে আমরা এমন একটি চিত্রণ 7 পাব যার ফলে 
7:4১৮73- ]খ. 

এবং এটিকে সংজ্ঞায়িত করা হয় 


fan b)= Prat, 


এই আলোচনার পারপ্রেক্ষিতে বল৷ যেতে পারে যে A ১7 সংহাঁতটি 
শণনানুক্রমী । 
তত্ত্ব 16. 4 এবং 9 দুটি সংহতির সংখ্যেয় সমাহার তাহলে প্রমাণ করুন 
{AUB: 412 A, BEB} সংখ্য! (Let 4 and B be 
Countable Collection of sets then) 

{AUB : AEA, B € B} is also countable) 

প্রমাণ ঃ যেহেতু A সংখ্যেয় । অতএব 4 ’র সদস্যগ্রীল এইভাবে 
সাজান যাক। < A,, 4৯১ ১৮৫০ % ৬3 

এখন আমরা নিয়ালাখত অনুন্লম গঠন কারি 

< A,UB, As 4১০০3 

এখন B সংহাতটি B এর নিদিষ্ট সদস্য । 

আমর স্পষ্টই বলতে পারি {AUB : A € 4} সংখ্যেয়। যেহেতু 

3 পছন্দমতো নেওয়া হয়েছে, অতএব 
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{AUB: A € A, B = 8) সংখোয়, 
তত্ব 17. মূলদ রাশগুঁলর সংহতি সর্বদাই গণনানুক্রমী (Set 0f all rati- 


onal numbers is enumerable) 


= -9% 
প্রমাণ 8 ধরা যাক A= 23> 2727 2, ye } 


তাহলে স্পষ্টই বোঝা যাচ্ছে 4১% হচ্ছে.সেই সমস্ত মূলদ রাশির সংহাঁত 
যাদের হর (denominator) n € N ; 1 স্বাভাবিকভাবেই বল৷ যায় 
4৬, ৰু 


কারণ £ : N > A, এবং সংজ্ঞায়িত করা হয় এইভাবে 
7) যখন ? বিজোড় 
= 2; যখন / জোড় 
মাপ ৰ 
এবং এট একৈক সর্বগত চিন্রণ, 
1. 014,] গণনানুকুমী, 
মূলদ রাশিগুলির সংহতি গণনানুক্রমী । 


তত্ব 18. একক অন্তর [0, 1] কখনই গণনানুক্রমী নয় [ The unit 
interval [0, 1] is not enumerable ] 


প্রমাণ £ ধরা যাক তত্ত্বটি ঠিক নয়। অৰ্থাৎ [0, 1] গণনানুক্রমী । 
তাহলে [0, 1)- < ,, ৫০,*- > লেখা যায় 


এখানে [0, 1] এর অন্তর্গত যে কোন সংখ্যাকে ৫; এইভাবে লেখা 
যায়। এখন আমর! ৫, 'কে অসীম ভগ্নাংশে প্রকাশ করে লিখাঁছ-_ 
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C= OO Ong 7 


এখানে ;; = [0, 1, 2,..-----*** 9]. 
এখন 2 বাস্তব রাশিটিকে এইভাবে প্রকাশ করা যাক 
% 0, 45 এৱা: EARLE 


এখানে 1 থেকে 8 এর মধ্যে : এমন একটি পূৰ্ণসংখ্যা যে 45 ৮ ৫২ ) 
1 থেকে 8 এর মধ্যে 2 এমন একটি পূৰ্ণসংখ্যা যে 45 099 * এইভাবে 
চলার পর আমরা বলতে পার 1 থেকে 8 এর মধ্যে %% এমন একটি পূর্ণ- 
সংখ্যা যে 4% ৮ ৫%% ; তাহলে যে কোন % এর জন্য £ এর দশমিক বিস্তৃতি 
4% এর দশামিক বিস্তৃত থেকে পার্থক্য হবে ৷ যেহেতু 4৮৮ ৫৮৮৮ 4-এর 
দশামক বিস্তৃত অনন্য কারণ কোন 4% 0 বা 9 হবে না ৷ এ থেকে আমরা 
দেখতে পাচ্ছি  রাশটি 0, থেকে পৃথক প্রত্যেকটি 7; এর জন্য এবং 
0 < % <]; কিন্তু এট একটি {বিরোধী মত। অতএব আমাদের 
অনুমান সঠিক নয়। অর্থাৎ [0, 1] একক অন্তরাট গণনানুক্রমী নয় । 


তত্ব 19. বান্তব রাঁশর সংহাঁত [২ গণনানুক্ষমী নয়। (The set R 
of all real numbers is not enumerable). 

প্রমাণ £ আমরা পূর্বেই দেখোঁছ যে কোণ গণনানুক্রমী সংহতির সহ- 
সংহতি হয় সীমত না হয় গণনানূক্ষমী। এখন যাঁদ ২’কে গণনানুক্রমী 
ধরা যায় তাহলে [ 0, 1 ]’কে গণনানুক্রমী হতে হবে ৷ কিন্তু এট সম্ভব 
নয়। অতএব বাণ্তব রাশর সংহত গণনানুন্রমী নয়। 
তত্ব 20, যাদি B একটি অসংখোয় সংহতি 4১ 'র সংখোর সহ-সংহাঁত হয় 
তাহলে A --]} অসংখ্যেয় । (Show that if Bis a countable 
Sub set of an uncountable set A, then A-B is 
Uncountable). 

প্রমাণ ধরা যাক AB সংখোয়। আমর! প্রমাণ করবে এই 
সিদ্ধান্তাট ঠিক নয় অর্থাৎ 4B অসংখ্যেয় | যেহেতু A-B সংখ্যেয় 
ধরা হয়েছে । অতএব (AB) UB সংখ্যেয় ৷ আবার BCA ধরা 
হয়েছে অতএব (& - B)UB = A এবং A সংখোয় ৷ কিনু আমরা পূৰ্বেই 
ধরোছ 4 সংহাতাটি অসংখ্যেয়। অর্থাৎ একটি বিরুদ্ধ মতের সম্মুখীন 

৷ অর্থাৎ AB অসংখ্যেয়। 
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তত্ত্ব 21. অমূলদ রাশির সংহাত অসংখ্যেয় । (Show that the set 
of all irrational numbers is uncountable). 


প্রমাণ ঃ ধরা যাক ] বাস্তব রাশির সংহাঁত এবং 0 মূলদ রাঁশর 
সংহাতি। আমরা জানি [২ অসংখ্যেয় এবং 0 সংখ্যেয় ৷ 


R_ 0 পূর্বের তত্ত্ব অনুযায়ী অসংখ্যেয় । অর্থাৎ মূলদ রাঁশ- 
সমূহের সংহাত অসংখ্যেয় ৷ 


তত্ব 22. 4২" এর প্রত্যেকটি বৱিক্তহীন উন্মুক্ত সহ-সংহাত হচ্ছে যুগলজাত 
অসংলগ্ন অন্তরাদির একমাত্র গণনীয় সংকলনের সমন্বয় (Every non- 
empty open subset of R is the union of a unique 


countable collection of pairwise disjoint open 
intervals). ৰ 


প্রমাণ £ ধরা যাক -এর একটি রিক্তহীন উন্মুক্ত সহ-সংহাত হচ্ছে 
G এবং ? €G তাছাড়া ধরা যাক 


0৮৯1 :1 9 [ CG} এবং [৮1৫ :] ৫,100. 


যেহেতু G উন্মুক্ত সুতরাং আমরা একটি উন্মুক্ত অন্তর ধরা যাক 1৫,091] 
পাব যার ফলে ?€ ],৮ [ CG. তাহলে p=, ?৮%% এবং 
1/, 8100] a, ? [ CG; এ থেকে আমরা বলতে পার ৮ € WE 
এবং 0 € L;, অৰ্থাৎ U, এবং [, রিক্তহীন। যাঁদ U,’র একটি 
উৰ্ধবাবদ্ধ থাকে এবং M, = Sup [0৮ তাহলে ] ?, ৬, [ 206 যাঁদ 
U, *র উরধ্ধাবদ্ধ না থাকে তাহলে ? এর দক্ষিণপাৰ্শ্বের প্রাতটি বিন্দু 3ে*এ 
অবাস্থিত। অনুরূপভাবে বল৷ যায় যাঁদ [, ’এর একটি নিয়াবদ্ধ থাকে এবং 
£/5-1£ [0 তাহলে 15, % [€G, যাঁদ 14৮ ’র নিগ্নাখদ্ধ না 
থাকে তাহলে ? এর বামপাৰ্শ্বে প্রাতিটি বিন্দু 6-এ অবান্থিত । 

সুতরাং আমরা দেখতে পাচ্ছি প্রাতটি বিন্দু } 0 হলে একটি 
=] 70%, M, [উন্মুক্ত অন্তর পাবে৷ যেটি আবদ্ধ নয় (unbounded) এবং 
15 I, এবং [, 26. অতএব-6= U{I, : 6G} । আমরা দেখাবো 
যদি ঢ-স্থিত / এবং ৫ দুটি স্বতন্ম বিন্দু হয় তাহলে [=] অথবা 
15015/, ধরা যাক [, 1,  $. এবং যাঁদ সম্ভব হয় তাহলে ধরা 
যাক 1, 1, । তাহলে [0], এমন একটি উন্মুক্ত অন্তর যার মধ্যে 19 
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একটি সাঠক সহ-সংহাত হিসাবে অবস্থিত এবং G এর মধ্যে অবাদ্থিত ৷ 
তাহলে আমরা বলতে পার এমন একটি £ পাওয়া যাবে যেটি UU, ’তে 
থাকবে এবং 7? > ,, অথবা এমন একাঁট $ পাওয়া যাবে যেটি [,) ’তে 
অবাদ্থিত এবং $ < 1, তাহলে কিন্তু ১৮- SUP {U,} এই মতবাদের 
বরদ্দাচরণ করে অথবা 1,= i£ (৮) এই মতেরও বিরুদ্ধাচরণ হেতু 
আমরা বলতে পারি [, [4 এই সম্বন্ধাট ঠিক নয় অর্থাৎ আমরা বলতে পারি 
[৮৫1 এই আলোচন৷ থেকে বলা যায় 0. হচ্ছে যুগলজাত অসংলগ্ন 
উম্মুক্ত অন্তরাদর সমন্বয় এবং এই অন্তরাদ গণনীয় । 

এবার আমরা এই সমাহারের (C০]lection) অনন্যত৷ প্রমাণ করবো ৷ 

ধরা যাক G= 0105 : ? 6}, 6 00105: 520) এখানে I, 
এবং ], উভয়েই উন্মুক্ত অন্তর ৷ সেহেতু (9: ?€G}= 01:50) 

সহজেই অনুমেয় যে একটি সমাহারের প্রত্যেকাট অন্তর "দ্বিতীয় সমাহারের 
কোন অন্তরকে ছেদ করছে ৷ ধরা যাক প্রথম সমাহারের [»০ দ্বিতীয় 
সমাহারের ]৫০-কে ছেদ করে এবং Io] ০ = %. 

যেহেতু 1০-র প্রান্ত বিন্বৃগ্ীল (৫nd pint5) G-এর মধ্যে নেই সুতরাং 
J,০ CI,০ 1 অনুরূপভাবে বলা যায় [০ 07৭০ 

অর্থাৎ 19০ = ]৫০ । A 

এই আলোচনার পরিপ্রোক্ষতে বলা যায় আমর! আমাদের তত্ত্বৃট 
প্রমাণে সক্ষম হলাম ৷ 


তন্বঃ একটি সংখ্যেয় সংহত কখনই উৎকৃষ্ট নয়। (4১ countable 
set is never perfect). - 
প্রমাণ £ ধরা যাক 5 একটি সংখোয় সংহতি । 5-এর সদস্যগুলি 45, 47, 
288) পতন এই সংখোয় ক্রমে সাজানো হোলো ৷ যাঁদ সম্ভব হয় তাহলে ধরা 
যাক 5 সংহাতাঁট উৎকৃষ্ট, আমর! দেখাবো এটি অসম্ভব ৷ 

45 ’কে মধ্য বিন্দু ধরে একাট রুদ্ধ অন্তর 15 নেওয়া যাক এবং যেহেতু 5 
সংহাতাটিকে উৎকৃষ্ট ধর! হয়েছে অতএব I, অন্তরে ১ সংহাতাটর অসীম 
সংখ্যক বিন্দু থাকবে । 

ধরা যাক, রুদ্ধ অন্তরে /, ব্যতীত সংখ্যেয় ক্রমে যে সব বিন্দু আছে 
তাদের. মধ্যে 4 প্রথম বিন্দু | তাহলে আমরা বলতে পার [, অন্তরে 
যে সব বিন্দু আছে তাদের সূচকগুলি ॥-এর চেয়ে বড় । যেহেতু ও 'কে উৎকৃষ্ট 
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বলা হয়েছে অতএব +; বিন্দুটি ও সংহাতাটর পারণাম বিন্দু । সুতরাং %,’কে 
বেভাবে আমরা ধরোঁছ ঠিক অনুরূপভাবে 4; *এর ক্ষেত্রে ধরা যেতে 
পারে ॥ আমর! %% “কে মধ্যাবন্ ধরে [, একটি রুদ্ধ অন্তর গঠন করলাম ৷ 
এর মধ্যে 45 বিন্দ্ট থাকবে না এবং এটি I, অন্তরাটর অর্ধেক হবে কিন্তু 
সম্পূর্ণভাবে I, 'এর মধ্যে অবস্থান করবে ৷ ধরা যাক এ রুদ্ধ অন্তরে 4 
ব্যতীত সংখ্যেয ক্রমে যে সব বিন্দু আছে তাদের মধ্যে এ) প্রথম বিন্দু এবং 
1৯ £ এবং I, 'তে অন্য যে সব বিন্দু আছে তাদের সূচক ] 'এর চেয়ে 
বড়। %; 'এর ক্ষেত্রে যে ভাবে আমরা অগ্রসর হয়োছ ঠিক অনুরূপভাবে 
47 এর ক্ষেত্রে অগ্রসর হবে৷ ৷ এই পদ্ধাঁত অসীম সংখ্যক বার অনুসরণ করলে 
অমাৰ]; 2) |) সহ রিক্তহীন রুদ্ধ সংহাঁতমালার অনুক্ৰম পাবে! এবং 
11%1-৯ 0, যখন %-> = হয়। তাহলে সহজেই আমর! এমন একটি 


বিন্দু ৮০57২ পাবো। যার ফলে 177,=1{%] এবং এই 4০ বিন্দুটি 5 
সংহাঁতর পারণাম বিন্দু । যেহেতু ও সংহাতাট রুদ্ধ অতএব 4০659 ধর! যাক 
০৯২4৮) তাহলে 4, =], 7৮১৯] 3 অনুরূপ ভাবে ৫, } 


চেয়ে / কে বড় ধরা হোক। অতএব 1, ৫, },'".... ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যার 


খে অনুন্ধম পাওয়া গেল তার নিশ্চয়ই একটি উরধ্বাবদ্ধ ধরা যাক ৫ আছে ; 
অৰ্থাৎ তারা সীমিত সংখ্যক হতে পারে। এটি বিরুদ্ধ মত হচ্ছে । এই 
বিরোধী মত হবার পিছনে আমরা যে বলেছি 5 সংহাঁতটি উৎকৃষ্ট । 
অতএব এটি ঠিক নয় অর্থাৎ সংখ্যেয় সংহাঁতাঁট কখনই উৎকৃষ্ট নয় । 


তত্ব ঃ A এবং 73 দুটি প্রথম প্রজাতির সংহতি, তাহলে AUB প্রথম 
প্রজাতির সংহতি হবে ৷ 


প্রমাণ £ ধরা যাক 4২, ০০8 
A= ঠা AL 
আবার ধরা যাক B,, B,, B SEs 


অঘন সংহাঁতসমূহের অনুক্ৰম 
এবং B= U B 


* ; এখন AUB হচ্ছে AUB, অঘন সংহাতিসমূহের 
সমন্বয়। অতএব AUB প্রথম প্রজাতর সংহতি । 


তন্বঃ বাস্তব রেখা ২ দ্বিতীয় প্রজাতির সংহতি ( The real line R 
is of the second category). 


(এইটিকে বায়ার প্রজাতি তত্ব বলে) 


বৰ্ণনামূলক সংহাতিতত্্ 181 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক R দ্বিতীয় প্রজাতির সংহতি নয়। তাহলে এটি 
প্রথম প্রজাঁতর সংহাত ৷ 
সুতরাং R=U A, এখানে প্রত্যেকটি A, অঘন এবং (4%)০- %- 
আমরা মনে কার প্রত্যেকাট 4১, রুদ্ধ সংহাঁত। অন্যথায় আমরা A, "এর 
স্থলে A, নেব এবং R= UA, এবং প্রত্যেকটি A, রুদ্ধ এবং অঘন ॥ 


ধরা যাক এ, যে কোন একটি বিন্দু যেটি £১-সংহাতিতে নেই । যেহেতু A 
রুদ্ধ অতএব 4, বিন্দাট 4১,-সংহতাটর পারণামাবন্দব নয়। অতএব 4২কে 
কেন্দ্র ক'রে [, একি অন্তর: পাব যার মধ্যে A, 'এর কোন সদস্য থাকছে 
না। ধরা যাক ], একা রুদ্ধ অন্তর এবং J], 215 কিন্ত 0<]|<]; 
তাহলে সহজেই বলা যায় ], (৭/১, =. ],"এ যে সব প্লান্তাবন্দুসমূহ 
(end Pint) ছিল সেগুল নিয়ে ],' একটি উন্ম.ক্ত অন্তর ধরা হোলো ॥ 
এখন A, অঘন । সুতরাং এর মধ্যে ],' উন্মুক্ত অন্তরাঁটি অবস্থান করবে : 
না। আমরা কে এমনভাবে নিলাম যার. ফলে 42 55 হয় 
কিন্তু 4৪ 64%, ৷ তাহলে ঠিক পূর্বের মতো 49 কে কেন্দ্র ক'রে একটি 
উন্মুক্ত অন্তর [5 পাবো যার মধ্যে A; র কোন সদস্য থাকবে না ॥ 
যেহেতু ]5 উন্ম,ক্ত অতএব I, কে এমনভাবে নেওয়া হোলো যার ফলে 
[0220 যাক ], বণ্ধ অন্তর [9০15 
কিন্তু 0 <!].৷ <. | 

তাহলে সহজেই বলা যায় J A=. এই পদ্ধাত অনুসরণ করতে 
থাকলে আমরা রিক্তহীন রুদ্ধ অন্তরের একটি অনুক্রম TS Do 


পাব যার ফলে 0 <!]॥! < ন এবং JuNAs=% হইবে ৷ 
সুতরাং আমরা বলতে পারি এমন একটি বিন্দু 4০ 1২ পাব যার ফলে 
[1৮0 vn ঞে০ 2.]* ৷ অতএব ০% A যে কোন 1} এর জন্য & 
| 
এট স্বাবরোধা অতএব 04১ প্রথম প্রজাতির নয় অর্থাৎ 7২ দ্বিতীয় 


প্রজলাতর সংহাঁত। 


জম অশ্ৰমন্স 
সংহতির কয়েকটি বৈশিষ্ঠ্য ॥ 


8'1 সংজ্ঞা ঃ স্থূল উধ্বাবদ্ধ ৪ ধরা যাক ও একটি সংহতি। M 
একটি রাঁশ'। যাঁদ 5 সংহাতর প্রত্যেকটি সদস্যই -এর চেয়ে ছোট 
অথবা সমান হয় তাহলে এ 1-কে স্থূল উধ্বাবদ্ধ বলা হবে ৷ 


82 সংজ্ঞ| ঃ স্থুল নিন্নাবদ্ধ ঃ ধরা যাক 5 একটি সংহতি এবং %) 
একট রাশি । যাদ 5 সংহাঁতর প্রত্যেকটি সদস্যই 7; এর চেয়ে বড় বা 
সমান হয় তাহলে এ ?%-কে স্থুল নিম্নাবদ্ধ বলা হবে । 


8'8 সংজ্ঞ| £ উথব বদ্ধ (Exact upper bound)8 কতকগ্মুলি 
স্কুল উৰ্ধবাবদ্ধের মধ্যে যোঁট সবচাইতে ছোট তাকে সাঁঠক উৰ্ধধাবদ্ধ বল৷ হয়। 
এখন থেকে সঠিক উরধবাবদ্ধ-কে শুধু উধ্বাবদ্ধ বলা হবে ৷ 


8'4 সংজ্ঞা ঃ নিন্নাবদ্ধ (Exact lower bound) ৪ কতক্্মাল স্থূল 
নিগ়াবদ্ধের মধ্যে যেটি সবচাইতে বড় তাকে সাঠক নিম্নাবদ্ধ বলা হয়। 
এখন থেকে সাঠক নিগ্নাবদ্ধকে নিয়াবদ্ধ বলা হবে । 


8'5 তত্ত্ব 1. যে কোন সংহাত 9 উৰ্ধধাবদ্ধ হলে এমন একটি রাশ 
G পাব যার ফলে 


(ক) 5 সংহাতর প্রত্যেকটি রাশ 3. 'এর ছোট অথবা সমান হবে । 


(খ) € যেকোন একটি ধনাত্মক ক্ষুদ্র রাশি, আমরা 5 সংহাতর 
এমন একট সদস্য পাব যোঁট 0.-- € অপেক্ষা বড়। 


প্রমাণ 2 সমস্ত বাস্তব রাশিগুলিকে ], এবং 1২ এই দুটি বিভাগে এমন 
ভাবে ভাগ করা হোলে| যার ফলে 5 সংহতির অন্ততপক্ষে একটি রাশ 
অপেক্ষা যে রাশটি ছোট সেটি ], বিভাগে রাখ। হোলো৷ এবং বাকীগুলি 
1২ বিভাগে রাখা হোলো ৷ এ 

স্পষ্টই বোঝ যাচ্ছে প্রাতাট রাশি কোন-না-কোন বিভাগে অবস্থান করছে । 
আমরা বলেছ ১ সংহতির যে কোন রাশি অপেক্ষা ছোট হোলে সেই রাশিটি 
L বিভাগে থাকবে । এবং ]< যদ স্থূল উরধ্ধাবদ্ধ হয় তাহলে এটি R বিভাগে 


সংহাতর কয়েকটি বৈশিষ্ট্য y 133 


থাকবে ৷ অৰ্থাৎ আমরা দেখতে পেলাম গ্রাতাটি বিভাগের অন্তিত্ব রয়েছে ৷ 
এখন কোন একাট রাশ যেট [ বিভাগের সদস্য অপেক্ষা ছোট সেট 
নিশ্চয়ই 5 সংহাতিস্থ কোন রাশ অপেক্ষা ছোট হবে এবং স্বভাবতই সোট 1 
1বভাগে থাকবে ৷ তাহলে আমরা দেখতে পেলাম [, এবং ২ এই দুটি বিভাগ , 
লে বাস্তব রাঁশর বিভাগীকরণ গঠন করছে । সুতরাং আমরা এমন একটি 
রাশ G পেতে পার যোঁট এই বিভাগদ্বয়কে পৃথক করে । 0 এর চেয়ে ছোট 
রাশিৰ্গাল [ বিভাগে নেওয়া হোলো এবং 0 এর চেয়ে বড় রাশিগুলি ২ 
{ভাগে নেওয়। হোলো ৷ [ G যে কোন বিভাগে থাকতে পারে ] আমাদের 
দেখাতে হবে € যত ক্ষুদ্র ধনাত্মক রাশিই হোক 9 সংহাতন্থ এমন একটি 
রাশ পাওয়া যাবে যোট ও - € অপেক্ষা বড় ৷ ন 


এখন যেহেতু 6--6 ( € > 0) G এর চেয়ে ছোট । সুতরাং এটি 
L বিভাগে অবস্থান করবে । কিনু আমরা জানি দ্বাট [ভিন্ন বাস্তব রাশির 


মধ্যে অসীম সংখ্যক বাস্তব রাঁশ অবস্থান করে। এই তত্ত্বের সাহায্যে আমরা 
বলতে পারি 6-6 রাঁশাঁট ১ সংহতির অন্ততপক্ষে একাট. রাশি অপেক্ষা 


ছোট। 


এরপর আমরা দেখাবে৷ 5 সংহাতর কোন সদস্যই 6 রাশির চেয়ে বড় 


হবে না ৷ সম্ভব হলে ধরা যাক 641] (0]১ 0) 5 সংহাতিচ্থ এক রাশ 
যোঁট G এর চেয়ে বড় । তাহলে [6, G+] এই উন্মুক্ত অন্তরের প্রাতাট 
রাশই [২ বিভাগে অবস্থান করবে কারণ এক্ষেত্রে প্রাতাঁট রাঁশই 0 অপেক্ষা 
বড়। কিন্তু এগুলি আবার 071] অপেক্ষা ছোট এবং সেইহেতু এগুলি 1 
{ভাগে থাকবে (কারণ আমরা প্রথমেই বলেছি ], বিভাগে সেই সমস্ত 
রাশ রাখা হয়েছে যেগুলি ১ সংহতির কোন-না-কোন রাশি অপেক্ষা ছোট ) ৷ 
অতএব আমরা পরস্পর বিরোধী সিদ্ধান্তে উপনীত হাচ্ছি। এই পরস্পর 
গবরোধা সিদ্ধান্তে উপনীত হবার কারণ _ যেহেতু আমর! ধরেছি ১ সংহাঁত্থ 
এমন একটি রাশি 971] পাওয়া যাবে যেটি 6 অপেক্ষা বড়। অতএব এই 
ধসদ্ধান্ত ঠিক নয় । অতএব আমরা আমাদের তত্ত্বাট প্রমাণ করতে সক্ষম 


হলাম । 
8'6 তত্ত্ব 2. কোন নিয়াবদ্ধ সংহাতিতে এমন একটি সদস্য (রাশ ) 
9 পাওয়া যাবে যার ফলে 


184 '_ বাস্তব সংখ্যা ও সংহাঁততত্ত্ব 


(ক) ৩ সংহতিদ্থ প্ৰাতাট সদস্যই 7 অপেক্ষা বড় অথবা সমান 
হবে ৷ অৰ্থাৎ < % ৮412 5. 


(খ) - 5 সংহাতিচ্ছ এমন একাট সদস্য পাওয়া যাবে যোট 046 
অপেক্ষা ছোট । এখানে € একটি ক্ষুদ্রাতক্ষুদ্র ধনাত্মক রাশি । 


প্রমাণ 2 (ক) ধরা যাক 7 খু 4 ( এখানে এ-কে 9 সংহাতির একি 
সদস্য ধরা হয়েছে )। তাহলে 9 > 4 হবে ৷ 


ধরা যাক ০440 (6 একটি ধনাত্মক ক্ষুদ্র রাশ )। তাহলে 
J—36 > x. 


কিন্তু 0-35 < 9 এবং এটি একাঁট স্থুল নিয়াবদ্ধ। সুতরাং আমরা 
ধরেছিলাম 9 > 4 তা ঠিক নয় 


১১:0৫ 4 ৮429. 


(খ) সর্তাট প্রমাণ করতে গেলে জামরা ধরে নিলাম 04- 6 থেকে 
ছোট বোন রাশি 5 সংহাঁততে নেই । 

অর্থাং 0+ 6 < % + + 29. 

9426 < % *% 29. 


তাহলে 9 + £€ স্কুল নিয়াবদ্ধ কিন্তু এটি সম্ভব নয় কারণ 94-3€>9 


অতএব আমাদের কল্পনাট ঠিক নয়। অতএব (খ) সর্তাট প্রমাণিত 
হোলো । 


সংজ্ঞাঃ কোন বিন্দুর প্রতিবেশী অঞ্চল £ [২ একটি বাস্তব রাঁশর 
সংহাতি। ধরা যাক / একটি বাস্তব রাশি । NCR এবং %2 N তাহলে 


এই N-কে % এর প্রাতবেশী অঞ্চল বলা হবে যদি ত্র ] 0, ৮ [ যার ফলে 
+*]0,0[ হেম হয়। 


সংজ্ঞা $ 4 এর 5 প্রতিবেশী অঞ্চল £ ধর! যাক ] 0,  [ অন্তরে / 
একটি বাস্তব রাশি। যেহেতু ৫ < ৮ < & তাহলে আঁত ক্ষুদ্ৰ ধনাত্মক সংখ্যা 
€ গাওয়া যাবে যার ফলে] ৮--€,4+ € [€ ] 9, [ তাহলে 
,._]%-%, + ৫[’কে 1৫, 0[ অন্তরস্থ 4 'এর € প্রাতবেশী অঞ্চল 
বলা হবে। এবং টব (%,০) এই প্রতীক চিহ্ন দিয়ে প্রকাশ করা হবে । 
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সুতরাং N(%, 9) ={y ER : |) _%1 < €} 


তত্ত্ব 1. লাগোয়াহীন অন্তরাদর আবদ্ধ সংহাঁত গণনানুক্রমী। (4১ 
bounded set of non-overlapping. intervals is 
enumerable) 


প্রমাণ £ ধরা যাক 6 লাগোয়াহাঁন অন্তরাদির সংহাঁত এবং আরও ধরা যাক 
[৫, 0] অন্তরের মধ্যে ঢ অবস্থান করে । আমরা এখন এই সমস্ত অন্তরগুলিকে 
অনুক্ৰমে সাজাবো ৷ প্রথমে সেই অন্তরাট লওয়া হলে! (যাঁদ অবশ্য অস্তিত্ব 
থাকে ) যোঁটর দৈৰ্ঘ্য (৯--৫)/2 'এর থেকে বড় অথবা সমান ৷ তারপর 
সেই সমস্ত অন্তরগীল নেওয়া হোলো যাদের দৈর্ঘ্য (৮-০)/ এর ছোট এবং 
(৮-০)/8 'এর চেয়ে বড় ৷ এর পর সেই সমস্ত অন্তর নেওয়া হোলো যেগুলি 
(৮-০)/ 'এর চেয়ে ছোট কিন্তু (৮ - 0)/4 ’এর চেয়ে বড় ৷ এইভাবে আমরা 
অগ্রসর হতে থাঁক। স্থাভাবকভাবেই বল৷ যায় প্রাতটি দলে অন্তরের সংখ্যা 
সীমিত কারণ অন্তরাদ দৈর্ঘ্য (/_৫)/% 'এর চেয়ে বড় অথবা সমান হওয়ার 
জন্য কখনই এসব সংখ্যা % এর চেয়ে বেশী হবে না। অতএব G গণনানুন্লমী। 


তত্ব 2. তটস্থ সংহতি গণনানুক্রমী (An isolated set is 
enumerable) 

ধরা যাক 6 একটি তটস্থ সংহাত। তাহলে G ,এর কোন বিন্দুই 
পারণাম বিন্দু নয় । তাহলে বলা যায় G এর প্রাতাট বিন্দুকে ঘিরে যে 
অন্তর পাওয়া যাবে তার মধ্যে এ নষ্ট বিন্দুটি ছাড়া 0 সংহতির অন্য কোন 
বিন্দু অবস্থান করবে না। যাঁদ কখনও এই ধরনের দুটি অন্তর লাগোয়া হয় 
(০%911510) তাহলে এই দু'টি অন্তরের প্রত্যেকাটকে আরও ছোট করা 
হবে যাতে তারা লাগোয়া ন! হয় । ন 

এইভাবে আমরা লাগোয়াহীন অন্তরসমূহের সংহত পাব এবং পূর্বের 
তত্ত্বানুযায়ী বলা যায় এটি গণনানুক্রমী ৷ যেহেতু প্রাতাঁট অন্তর  সংহাঁতর 
প্রাতাঁট বিন্দুর সঙ্গে অনন্যরূপে প্রাতধঙ্গী অতএব তটগ্থ সংহাত 0 
গণনানৃক্রমী । 

তত্ব 8. যদি A এবং B সংহাতিদয় বাণ্তরাঁশর সংহাত 1২ 'এর সহ- 


সংহতি হয় তাহলে প্রমাণ করুন 
(6) ACB A'CB 
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(ii) (AUB) => A'UB'. 
এখানে 4, এবং 73" হচ্ছে & এবং 73 সংহাতিদয়ের উদ্ভূত (derived) 
সংহতি ৷ 
প্রমাণ ঃ (6) ধরা যাক 4 বিন্দুটি 4১/সংহাতির যে কোন একটি 
বিন্দু! এখন 4244০ 2 বিন্দু £-সংহতাটর একটি পাঁরণাম বিন্দু । 
=? + এর প্রাতটি প্রাতবেশী অঞ্চল (৫. --{%}) ‘কে ছেদ করে। 
৯7 &.-1)৮% এখানে বৈ হচ্ছে -এর প্রাতবেশী অঞ্চল । 
=> বৈ 78--{4}) $ যেহেতু AC B. 
=> % বিন্দুটি B-সংহাঁতর পরিণাম বিন্দু 
=> 4EB' 
407 => AEB: 
0) 45১09)! & A U B সংহাতাটর 4 একটি পারণাম বন্দ 
৯ [ব/7{(&.)8)- {$}] = $ এখানে ]খ 
হচ্ছে + 'এর একটি প্রাতবেশী অঞ্চল 
₹[705-00)] 0) [[খ17(8-{4}] 
€৯ বৈ [7(%- {2&}) = 4. 
বা বৈ [1(8-{4}) =. 
€৯ %524/বা% 2031 
₹৯%524&/ 0 8 
(40173) 40731 
তত্ব 4. ধরা যাক £%65407₹ এবং N (৮, 6) 4 বন্দির 
প্রাতবেশী অণ্চল। যাঁদ £ EN ৬, ০) হয় তাহলে / ’কে ঘিরে একটি 
প্রাতবেশী অণ্ডল গঠন করা যাবে যেটি ৈ(%,০) প্রাতবেশী অঞ্চলের মধ্যে 
অবাদ্থিত। 
প্রমাণ £ যেহেতু দেওয়া আছে %:5 N (৮, ০) অতএব _ 
EASE ENE 12-4| > 0; 
ধরা যাক 6 একটি ধনাত্মক রাশ এবং 6 < 5-12-%1 
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এখন আমাদের দেখাতে হবে N &, 6) € N(%, 6). 
N(/, 6) এই প্রীতবেশী অঞ্চলে ৫ একটি পছন্দমতো সদস্য ৷ 
তাহলে 1৫-£| <6 < ৪ = ৷ p-4l 
এখন |৫- %| = |৫-? +}? --%| = |৫-} |+17?- % 
[৫=*%| এ _18-4%171 2541 লিভ, 
অর্থাৎ |৫- ৮| < 6=> ০ = মৈ &, ৪) 
অতএব এ থেকে আমরা বলতে পারি টব (/, 6) প্রাতবেশী অণ্চলের 
প্রতিটি সদস্য থৈ (%, € ) প্রাতবেশী অণ্চলের সদস্য । 
অৰ্থাৎ N (, 6) 2 ]বৈ(%, ০). 
তত্ত্ব 5&. কোন একটি বিন্দুর দুটি প্রাতবেশী অঞ্চলের ছেদ এ 'বন্াটর 
গ্রাতবেশী অণ্চল হবে। 
প্রমাণ ঃ ধরা যাক 4 24১ বিন্দুটির বৈ, এবং বৈ, দু প্রাতবেশী অণ্ডল ৷ 
তাহলে €, এবং ৫৪ দুটি ধনাত্মক বাস্তব রাশি পাওয়৷ যাবে যার ফলে 
14-6,, +l C বৈ এবং ] 765, tel Cc নি 
ধরা যাক € 17710 (6,, €2) [ বা € = লাঘিষ্ঠ (6২, 69)] তাহলে 
]:%-6,475 [01355555475 [2 
14- 5,416, 10147 55,407 55 [2 
অর্থাৎ ] *--০, +e [CC 575 
অতএব 4 বিন্বটি একাট প্রাতবেশী অঞ্চল ১0১৪ গাওয়া যাছে। 
তত্ব 6. ধরা যাক 1 এবং এ দুটি ভিন্ন বাস্তব রাশ। ট(/, 6.) 


এবং N (এ, ৪) যথাক্রমে ? এবং এ এর দুটি প্রতিবেশী অণ্টল। যাঁদ 
ঞ% 2 N {b, 6.) NN NG,es) তাহলে 4 ‘কে ঘিরে 1 একটি 


প্রাতবেশী অঞ্চল পাওয়া যাবে।যার ফলে 
[2 তি ৫, 5,)17 Ng, 6৪) 
প্রমাণ £ এখানে বল৷ আছে 
% 2 N (6, 55)7  (৫,6,)-৯ ENG, 5২) এবং 


+% 5 টব (৫, 6০) 
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TENSE) ৯৯151 2 => 
67 |%৮ | > (0) 

এবং 25. মং (0); 52) 32. 15৫1 ৫55 ই 
€৪-1%-01১ 0 

ধরাযাক €= Min { 5:17], = |%-'0]} 

ধরা যাক বৈ (, 6) প্রাতবেশী অঞ্চলে ৫ একটি বিন্মু । 

তাহলে |৫- %| < ৮ = 6,= |+ণ-}1 

অতএব |৫- ?| = | = + %-} | = | ৫- %| + |4%- }] 

অর্থাৎ |_| < |0- %| + |৮-}% | 

<< ০,= |৬-7| + 1%-71 
=০, 

=> ৫ হে মৈ (?,6০,) 

অতএব N (%, ৫) 2 N (?, 6,). 

ঠিক অনুরূপভাবে আমরা দেখাতে পারবো বৈ (4, 6) 200, 6.) 

অতএব (৫, 6) CN (9, c,)N N(g, 55) 

এখন M = N(%,-€) ধরলে সহজেই বলা যায় 

[0 বি (, 6,) (৭ ]ব (৫, 65). 

তত্ব 7. 1২ একটি বাপ্তব রাশির সংহাত এবং A C R তাহলে 
প্রমাণ করুন 

() 4৩ হচ্ছে R সংহাতির একটি ‘উন্মুক্ত সহ-সংহাতি 

(0) A ’র মধ্যে 45 সবচেয়ে বড় উন্মুক্ত সংহাঁত 

(1) A উন্মুক্ত হবে.যাঁদ A*= A হয় 

মনে রাখা প্রয়োজন এখানে 4১ বলতে ’র অন্তস্থ সংহত 
(Interior set) বলা হয়েছে । 


(}) ধরা যাক 4 6A*। তাহলে A সংহাতাঁটর 4 হচ্ছে অন্তস্থ 
বিন্দু অৰ্থাৎ A হচ্ছে 4 ’এর প্রাতবেশী অঞ্চল | সুতরাং এমন একাট ধনাত্মক 
ক্ষুদ্ৰ সংখ্যা পাওয়া যাবে যার ফলে বল৷ যাবে 
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62] 4%- 6,445] CA. 

যেহেতু 1%--6, ৮4 উন্মুক্ত অন্তর অতএব এটির অন্তর্গত 
প্রত্যেকটি বিন্দুর প্রাতবেশী অঞ্চল হিসাবে এটিকে খাড়া করা যেতে পারে 
এবং এটির আঁধসংহাঁত A; এটির অন্তর্গত প্রত্যেকটি বিন্দুর প্রতিবেশী অঞ্চল 
হিসাবে ধরা যেতে পারে। অতএব বলা যায় 14-6, +e 
অন্তর্গত প্রত্যেকটি বিন্দুই 4১-সংহাতির অন্তস্থ বিন্দু ৷ 

অতএব 1%- 6, প+ %[ CA, 

এ থেকে বলা A হচ্ছে £ এর প্রাতবেশী অঞ্চল ৷ 

যেহেতু 4 ’কে পছন্দমতো লওয়া হয়েছে অতএব বলা যায় 4? 
উন্মুক্ত সংহতি ৷ 

(ii) ধরা যাক  একাঁট উন্মুক্ত সংহাত এবং GCA. 

ধরা যাক 46501 যেহেতু G ’কে উন্মুক্ত ধরা হয়েছে অতএব এট 
এর প্ৰতিবেশী অঞ্চল । 0. এর আঁধসংহাত A এর প্রাতবেশী অঞ্চল ৷ 
অৰ্থাৎ বলা যায় 4 হচ্ছে 4১র অন্তস্থ বিন্দু | অতএব 

420 => ৮ 2.১" অৰ্থাৎ ০04১০ 

অতএব 4১০ 'র মধ্যে £১র প্রত্যেকটি উন্মুক্ত সহ-সংহাতি অন্তৰ্ভুক্ত করা 
যায়। অর্থাৎ A” হচ্ছে A 'র সর্ববৃহৎ উন্মুক্ত সহ-সংহাত 
(70) (ক) যাঁদ /* = 4 হয় তাহলে (}) থেকে বলা যায় 4১? হচ্ছে 
A 'র উন্মুক্ত সহ-সংহাতি অতএব 4১ উন্মুক্ত ৷ 

(খ) বিপরীতন্রমে 

যদি A উন্মুক্ত হয় তাহলে (ii) এর সাহায্যে বলা যায় 
সৰ্ববৃহৎ উন্মুক্ত সহ-সংহাত। 

অতএর এট নিশ্চয়ই 4১ 'র অনুরূপ হবে 

অৰ্থাৎ A* = A. 


A* হচ্ছে A *র 
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প্রদীপকুমার মজুমদার, বাস্তব সংখ্যা ও সহযোগী তত্ব, পারবেশক 
গবেষণা 
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গণিত জগৎ এবং গাঁণতবার্তার প্রকাশিত প্রদীপকুমার মজুমদারের 
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ব্যবহৃত পারিভাষিক শব্দাবলী (বাংলা থেকে ইংরাজী ) 


অখণ্ড সংখ্যা-_ব ৪018. number. 
অগণনানুক্রমী সংহাত_Non enumerable set. 
অঘন সংহাত_—Non-dense set. 

অতএব— Therefore. 

অনন্ত—Infinite. 

অনন্ত পর্যাপ্ত—Continuum. 
অন্সন্ধান্_Corollary. . 

অনুক্ৰম Sequence. 

অন্তর্গত চিত্রণ__11060 mapping. 

অন্তস্থ বিন্দু ( অভ্যন্তরীণ বিন্দু )_110161101 point. 
অপসারী—Divergent: 
অপসারিতা__1)156186110- 

অবচন্— [Inclusion mapping 

অবচ্ছেদ_ Section. 

অবাশষ্ট সংহাত_Residual set. 

আঁব্ছন্ব_ Continuity. 

অভেদ Identity. 

আঁভন্—Identical. 
আঁভসারত_—Convergence. 
আঁভসারী—Convergent. 

অমূলদ রাশ_Irrational number. 
অসীম Infinite. 

অসীম সংহাত_Infinite set. 

আন্তৰ্পারণামী সংহাত_Inner limiting set. 
আবদ্ধ—Bounded. 

আৰৃবত্ত—Recurring. 
ইচ্ছানুরূপ_—Arbitrary. 

উদ্ভূত সংহাত_—Derived set. 


উন্মুক্ত আবরণ--(0)0)61] cover. 

উপাদান—Element. 

উপপাদ্য_Theorem. 

উপ-পাঁরবার_Sub family. | 
উৎকৃষ্ট সংহাত_—Perfect set. 


(il 
উধ্বাব্ধ—Upper bound. 


উধ্বগ—Increasing. 
উধ্বগন্রম—Ascending order. 
ধণাত্মক Negetive. 
একক সংহাত_—১Singleton set. 
একান্বয়ী—Monotonic. 
একান্বয়ে নিয়গ_ Monotonic decreasing. 
একান্বয়ে উর্ধ্গ_— Monotonic increasing. 
একৈক অন্তর্গত fচ্ৰণ—One-one into mapping. 
একৈক fচ্ৰ—One-one mapping. | 
একৈক প্রাতযঙ্—One-one correspondence. 
একৈক সর্বগত চিত্রণ-_0116-0116 onto mapping. 
গণনানুহ্রমী—Enumerable. 
গাণিতিক ক্রিয়। (প্ৰক্ৰিয়া ) Mathematical operation. 
ঘনত্ব—Density. 
fea —Mapping. « 
জ্যামাতক চিত্ৰ ( রূপ )—Geometrical representation. 
তুল্য—Equivalent. 
. তুল্ত্ব—Equivalence. | 
দুটি সংহাতর অন্তর বা ভে_ Difference of two sets. 
দুটি সংহাতর ছেদ Intersection of two sets. 
দুটি সংহাতর সমন্বয়্-_]01}[} ( or union) of two sets. 
দ্বিতীয় প্রজাতির সংহাতি--566 ০? the second category. 
ধনাত্মক—Positive. ৭ ) 
ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্য—Positive integer. 
fafr— Definite. 


[ot 
fন্লগণঁ_—Decreasing. 
নয্নাবদ্ধ_Lower bound. 
পূর্ণ সংখ্য — Integer. 
পরমমান-__4১1050106 value. 
প্রাতসম_Symmetric. 
প্রাতসম ভেদ_—Symmetric difference. 
প্রাতসাম্য_১3ymmetry. 
প্রাতষঙ্গ Correspondence. 


প্রতষঙ্গী-Corresponding. 


প্রাতবার্ততা—Reflexivity. 

প্রতীক fe—Representation. 

বদ্ধ Bounded. 

বৰ্ণনামূলক সংহাঁত তত্বDescriptive set theory. 
বণ্টক নিয়ন—Distributive law. 

বহু-এক অন্তর্গত {চর _Many-one into mapping. 
বহু-এক fচ—Many-one mapping. 

বহু-এক সর্বগত চৰ _Many-one onto mapping. 
বহিৰ্পারণামী বিন্ব_outer limiting point. 

বাস্তব রাশি ( সংখ্য৷ )_Real number. 

{বানময় নিয়_—Commutative law. 
{বন্ব_Point. 

{পরীত_—Reciprocal. 

{পরীতন্রমে Conversely. 

{বভাগীকরণ— Section. 

বৈশষ্য—Property. 

ব্যক্ত fচ্রণ—Inverse mapping. 

বৃহত্তর_ Greater. 

ভূম—Domain. 

মূলদরাশ_— Rational number. 

মূলবিন্দু 01181]. 

মূলাংক ভগ্নাংশ—Radix fraction. 


১৮01 


রক্ত সংহাত_Nul! set. 

রুদ্ধ সংহাত_ Closed set. 

শূন্য_—Zero. 

শ্ৰেণী—Series. 

সাঁঠক সহ-সংহাত_—Proper sub set. 

সমতা— Equality." 

সমন্ট—Aggregate 

সমান_ Equal. 

সমহার_—Aggregate 

সসীম সংহাত_—Finite set. 

সহ-সংহাত__-51) set. 

সংহাঁত_ Set. 

সংহাতর পূরক_— Complement of a set. 
সংহাতদ্বয়ের সগতা_[200911 of two sets. 
সংহাতদয়ের গুণন_Product of two sets. 
সংক্ৰামতা_Transivity. 

সংযোগ নিয়ন Associative law. 

স্থূল উধ্বাবন্ধ_Rough upper bound. 

স্থূল নিয্নাবন্ধ_Rough lower bound. 
স্ঘণ_—Dense in itself. 

সাধারণ আন্তর্পারণামী সংহাত—Ordinary inner limiting set. 
সাধারণ বাহ্পারণামী সংহাত—Ordinary outer limiting set. 
সাৰ্বভৌমিক সংহাত—Universal set. 

সাক ঘন—Everywhere dense. 
সীমত_—Finite. 


ব্যবহৃত পারিভাষিক শব্দাবলী ( ইংরাজী থেকে বাংলা ) 


Absolute value—পরম মান । 

Agৰregate—সম্ট, সমাহার | 
Arbitrary—ইছ্বানুরূপ |. 

Arithmetical operation—গাঁণাতক ন্রিয়া বা প্রক্ৰিয়া । 
Arrange— সাজান । 

Ascending 01৫61- উর্ধ্বগ ক্রম । 

Associative law—সংযোগ নিয়ম । 

Bounded— বদ্ধ, সীমাবদ্ধ । 

Closed set— রুদ্ধ সংহাত ৷ 

Commutative law—'বানময় নিয়ম | 

Complement 01 a set— সংহতির পূরক । 
Continuum—অনন্ত পর্যাপ্ত । 
Continuity—সন্তত বা আঁবচ্ছিন্ন । 
Convergence—আঁভসারিত!। 
C০nverৰent—আঁভসারী । 
Conversely—বপরীতক্রমে । 
Corollary—অনুলিদ্ধান্ত । 
Correspondence—প্ৰাতঙ্ | 
00156990015 প্রাতব্গী | 
[09017595109- নিগ্নগ | 


Definite | 
Density—ঘন |! 

Dense in itseli—স্বঘন । 
Derived 9০৮ উদ্ভুত সংহতি ৷ 


Descriptive set (16079- বৰ্ণনামূলক সংহতি তত্ত্ব । 


Difference of two 965--দুটি সংহাতির অন্তর অথবা ভেদ । 
Distributive 127%-_বিতরক নিয়ম, বণ্টক নিয়ম । 


Divergence অপদারিত। ৷ 
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Divergent—অপসারী । 

10107910- ভূমি | 

Element— উপাদান । 
Enumerable—গণনানুক্মী । 
Equal—সমান । 

Equality—সমত| । 

Equality 0£ sets—সংহাতমালার সমতা । 
Equivalent—তল্য । 

12001581510 তুল্য্ব । 

Everywhere dense—সাবক ঘন । 
Finite—সাীমত, সসীম । 

Finite set—সসীম-সংহাঁত । 
Geometrical representation—জামাতক প্রতীক বা চন । 
Greater— বৃহত্তর ৷ 

Identical আভন্ন । 

Identity—অভেদ । 

Inclusion mapping—অবাচত্ৰণ | 
Increasing—উধ্বগ | 

Infinite—অসীম, অনন্ত । 

Infinite 96৮--অসীম সংহাত । 

Inner limiting 9০৮ আন্তর্পারণামী সংহতি । 
Into mapping—অন্ৰ্গত চিত্রণ । 

Interior 00171 অন্ত্থ বা অভ্যন্তরীণ বিন্দু। 
Integer—পূ্ণ সংখ্যা । 

Intersection of two ৪6--দুটি সংহতির ছেদ। 
Inverse mapping—ব্যন্ত চিত্রণ । 
Irrational number—অসূলদ রাশ । 
Join of two sets— দুটি সংহাতর সমন্বয় । 
] 1718 সীমা | 

Limiting 0010৮ পারণাম বিন্দু । 
Lower 1১000- নিয়াবদ্ধ। 


Le 
Many-one into mapping—বহ-এক অন্তর্গত চিত্ৰণ । 
Many-one mapping—বহ-এক চিন্তণ । 
Many-one onto mapPing—বহ-এক স্বগত চিত্রণ । 
Mapping—ibaণ | 
Monotonic—একানবয়ী | 
Monotonic decreasing—একান্বয়ে নিয়গ ৷ 
Monotonic increasing—একাঘয়ে উৰ্ধ্বগ | 
Natural number—অখণ্ড বা স্বাভাবিক সংখ্যা । 
52০৮৮০- _খণাত্মক । 
Non-enumerable ৩ _অগণনানুক্রমী সংহাত। 
Non-dense 96৮--অঘন সংহাত ৷ 
Null 5০৮ রিক্ত সংহতি ৷ 
One-one ০011:6900700110০-_একৈক প্রাতষন্গ | 
One-one into mapping—একৈক অন্তর্গত চিত্রণ ৷ 
(0106-0106 mapPing—একৈক চিন্রণ | 
One-one onto mapPing—একৈক সর্বগত চিত্রণ ৷ 
Onto mapPing— স্বগত চিত্ৰণ । 
Open ০০৮৪] উন্মুক্ত আবরণ । 
Ordinary inner limiting ৪৩৮ সাধারণ আন্তর্পারণামী সংহাতি । 
Ordinary outer limiting 966 সাধারণ বাহৰ্পারণামী সংহাত ৷ 
Origin—সূলাবন্ব । ৰ 
Outer limiting 0০77৮ বাহর্পারণামী বন্দু ৷ 
Perfect 9৩৮ উৎকৃষ্ট সংহতি ৷ 
70106 বিন্দু 
Positive ধনাত্মক | 
Positive integer— ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ৷ 
Product of two 96%5-_সংহাতিদ্বয়ের গুণন ৷ 
Proper 50056 সঠিক সহ-সংহতি ৷ 
[00675 ধর্ম, বৈশিষ্ট্য ৷ 
Radix fraction—মূলাংক ভগ্নাংশ ৷ 
Rational 1011100৩1- মূলদ রাশ । 


| 
Real ]017061- বাস্তব রাশ । 
Reciprocal—বপরীত । 
Recurring—আৰবৰৃত্ । 
1২০6১] 1 প্রতিবাতিতা । 
Representation প্ৰতীক চিত্র । 
Rough upper bound—্থল উধবাবদ্ধ । 
Rough lower bound— থল নয়াবন্ধ । 
৪০100-_বিভাগীকরণ, অবচ্ছেদ । 
Sequence— অনুক্ৰম । 
Series— শ্ৰেণী । 
১০৪৮ সংহাতি ৷ 
Set of the first ০৪6০৪০7- প্রথম প্রজাতির সংহাত। 


Set of the second ০৪৮০৪০৮%--দ্বিতীয় প্রজাতর সংহতি । 
Singleton set— একক সংহাতি। 


Subfamily —উপ-পারবার'। 
১0109৩1_সহ-সংহতি । 
Symmetric—প্ৰাতসম । 
Symmetric difference—প্ৰাতসম ভেদ 
Symmetry—প্রাতসাম্য । 
Theorem—পপাদ্য। ট 
Therefore—অতএব | 
7187510100- সংক্রমতা । 
Universal ৪৩৮ সাৰ্বভৌমিক সংহতি ৷ 
Upper bound—উধ্বাবদ্ধ । 
Zero—ন্য । 


পশ্চিমবঙ্গ রাজ্য পুস্তক পর্ষদ প্রকাগিত 
ও প্রকাণিতব্য অন্যান্য বিজ্ঞান পুস্তিকা 


১। রোগ ও তার প্রাতষেধ/সুখময় ভট্রাচা/৫-০০ 

২! পেশাগত ব্যাধি/শ্রীকূমার রায়/৭ ০০ 

৩। আমাদের দৃষ্টিতে গাঁণত/প্ৰদীপক;মার মজুমদার/৭ "০০ 

৪। শান্তঃ বিভিন্ন উৎস/আমতাভ রায়/৭০০ 

৫ ৷ মান;ষঘের মন/অরুণকদমার রায়চৌধুরী/৪ ০০ 

৬। বয়ঃসন্ধি/বাস্‌দেব দত্তচৌধুরী/৯-০০ 

৭। ভূতাত্বকের চোখে বিশ্বপ্রকৃতি/সঙ্কর্ষণ রায়/৮:০০ 

৮। হাঁপানি রোগ/মনীশ চন্দ্র প্রধান/৪:০০ 

৯। পশপাখীর আচার ব্যবহার/জ্যোতিময় চট্টোপাধ্যায়/৮:০০ 
১০। ময়লা জল পরিশোধন ও পুনব্বহার/ধুবজ্যোতি ঘোষ/৬ ০০ 
১১। গ্রাম পঃনগঠিনে প্রয্যক্তি/দূগ্রন বস2/১০-০০ 
১২। একশো তিনটি মৌলিক পদার্থ/কনাইলাল মুখোপধধ্যায়/১০০০ 
১৩। পারিবত্ প্রবাহ/ডঃ সমীরক্মার ঘোষ/৭০০ 
১৪। আতিশৈত্যের কথা/দিলীপকুমার চক্রবত/৭-০০ 
১৫ । সয়াবীন/দবজেন গূহবক্সণ/৯০০ 
১৬ ৷ এঁফড বা জাবপোকা/মনোজ রঞ্জন ঘোষ 
১৭। পাতালের এ*বয/সঙ্কর্ষণ রায় 
১৮। জৈবসার ও কৃষিবিজ্ঞানে জীবাণুর অবদান/শ্যামল বণিক 
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